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1 Die Thematik

1.1 Das 0-Neumannproblem

Eine zentrale Rolle in der Komplexen Analysis nimmt die Untersuchung der inhomogenen
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (oder auch kiirzer 9-Gleichung) ein. Die
dabei betrachtete Fragestellung ist: Es sei eine Differentialform f wvorgegeben; ist dann
das Differentialgleichungssystem

ou=f (1)

l6sbar? Eine notwendige Bedingung hierfiir ist 9f = 0, denn es gilt immer dod = 0, doch
die Frage, ob dieses Kriterium auch hinreichend ist, hdngt u. a. von der Geometrie des
Definitionsgebiets ab und ist bis heute die Motivation zahlreicher Untersuchungen.

Der klassische Ansatz zur Losung von Gleichung (1) besteht darin, im Hilbertraum L2
den Laplace-Beltrami-Operator (d.h. den komplexen Laplaceoperator) zu studieren:

0 := 90* + 0%,
wobei 0* der zu 0 im Hilbertraumsinn adjungierte Operator ist. Falls O ein abgeschlos-
senes Bild in L? besitzt, gewinnen wir eine orthogonale Zerlegung
L =imO®kerO
= im 00* @ im 0*0 @ ker O,
und aus dieser folgt bereits die Losbarkeit von Gleichung (1) auf (ker O)*, dem orthogo-
nalen Komplement von ker O. Zudem kénnen wir einen Operator N,

N : (ker O)* — (ker O)*,

bilden, der invers zum Laplace-Beltrami-Operator ist. Trivial zu einem Operator auf ganz
L? fortgesetzt wird er als O-Neumannoperator bezeichnet. Die Untersuchung von O und
die Fragestellung, ob im O C L? abgeschlossen und damit N definiert ist, bezeichnet man
auch als das 0-Neumannproblem.

Die Frage der Losbarkeit der 0-Gleichung und das 0-Neumannproblem sind eng mit-
einander verkniipft, denn mit N ist automatisch ein Losungsoperator fiir Gleichung (1)
gegeben: Der Operator

K:=0'N:L* — (ker0)*
hat die Eigenschaft, dafl
OKf)=f

fir f € kerd N (ker O)* ist, stellt also einen Ldsungsoperator fiir 0 dar, dessen Bild
zudem orthogonal zu ker 0 steht. Er ist als solcher eindeutig und wird als kanonischer
Léosungsoperator fiir O bezeichnet.



Seit das 0-Neumannproblem Anfang der 50er Jahre durch Spencer gestellt wurde, war es
Gegenstand zahlreicher Untersuchungen, auch deshalb, weil seine Behandlung die Ent-
wicklung einiger génzlich neuer Methoden in der Komplexen Analysis bewirkte. Fiir
streng pseudokonvexe Gebiete mit glattem Rand wurde das Problem schliefSlich von Kohn
im Jahr 1963 [Koh 63] bzw. 1964 [Koh 64] mit positivem Ergebnis gelost. Kurz darauf
veréffentlichte auch Hormander seine bekannte Arbeit [Hor 65] iiber die Losung der 0-
Gleichung auf pseudokonvexen Gebieten, und dank seines Lehrbuchs [Hor 66] wurden die
Hilbertraum-Methoden zu einem Standardwerkzeuge der Komplexen Analysis mehrerer
Veranderlicher. Das zentrale Ergebnis ist:

Theorem. Es sei M ein streng pseudokonvexes Gebiet in einer komplexen Mannigfal-
tigkeit X. Dann ist im0 C L2 abgeschlossen fiir jedes (p,q) mit ¢ > 1, und fiir den
zugehorigen Neumannoperator N, , gilt:

e N, : L2, — L2 ist kompakt,
oN,,: Cﬁ](ﬂ) — C’;’oq(ﬁ).

Fiir ¢ = 0 gilt zumindest noch
o N,o: L2, — L2 ist beschréinkt,
e N,o:D,o(M)— D,o(M),

und in beiden Féllen erhalten wir:

o f=00"N,,f + 00N, ,f +H, ,f fiir alle f € L?

p,q’

eN, H,,=H, N,,=0 und N,,0=0N,, auf dom (O),
eN,,10=0N,, auf domd und N,,0" = 03*N, . auf dom J*.

Dabei bezeichnet H,, , : L; , — ker O die orthogonale Projektion auf den Kern von O.

1.2 Integralformeln

Wenn die Existenz eines Lésungsoperators fiir 0 bereits bekannt ist — wie in der Situa-
tion des obigen Theorems — interessiert man sich dafiir, inwieweit sich aus zusétzlichen
Eigenschaften der rechten Seite f dhnliche Eigenschaften der Losung folgern lassen, et-
wa die Beschrianktheit in gewissen Normen oder ein besonderes Randverhalten. Es zeigt
sich dabei, dafl nur gewisse Klassen von Abschitzungen gut mit L2-Methoden behan-
delt werden kénnen. Hierzu gehéren Regularitit in den L2-Sobolevriumen W$ und C°-
Abschétzungen. Andere Bereiche, etwa L und LP-Abschéitzungen oder Regularitit in
C*- und Lipschitzraumen lassen sich auf diese Weise nicht ohne weiteres gewinnen.

Dies motivierte Grauert und Lieb in [GrL 70] sowie Henkin in [Hen 70] dazu, einen an-
deren Zugang zur Losung der 0-Gleichung zu wihlen: Sie konstruierten auf streng pseu-
dokonvexen Gebieten Integraloperatoren mit explizit bekannten Kernen, die als Losungs-
operatoren fiir 9 wirken. Durch geeignete Abschitzung der Integralkerne kann man dann
Aussagen iiber den Operator in wesentlich mehr Funktionenrdumen gewinnen, als dies



der abstrakten L2-Theorie moglich ist. Die auf diese Weise gewonnenen Integraloperato-
ren stimmten jedoch zunéchst nicht mit dem kanonischen Losungsoperator K iiberein. So
blieb die Frage offen, ob dieser ausgezeichnete Operator die gleichen guten Abbildungsei-
genschaften hat wie die durch Integralausdriicke gegebenen.

Erst im Jahr 1984 konnten Harvey und Polking in [HaP 84] im Spezialfall der Einheits-
kugel im C™ mit euklidischer Metrik einen expliziten Integralkern angeben, dessen zuge-
ordneter Operator dem kanonischen Losungsoperator entspricht. Parallel hierzu identifi-
zierten Lieb und Range in [LiR 83] den Hauptteil eines Integralkerns fiir K in beliebigen
streng pseudokonvexen Gebieten, deren Metrik gewissen Eigenschaften geniigt. Eines ihrer
Ergebnisse ist:

Satz. Es sei D CC X ein streng pseudokonvexes Gebiet, das durch eine geeignete Rand-
funktion r gegeben ist. X sei eine hermitesche Mannigfaltigkeit mit einer normalisierten
Levimetrik. Dann gibt es explizite Integraloperatoren

Tq:Lg7q+1—>Laq firg=20,...,n—1,
so daf fiir jede (0,¢)-Form f € L3 , N domd N dom d* mit ¢ > 1 gilt:

f= Tq5f+T;+15*f+ Z20f + Z20° f + Z1 f,

wobei die Ausdriicke Z; und Z fiir gewisse generische Fehlerterme stehen, welche stéirker
regularisierend wirken als 7;, und T;,.

Lieb und Range zeigten, daf sich aus dieser Darstellung asymptotische Entwicklungen fiir
die kanonischen Losungsoperatoren gewinnen lassen, mit deren Hilfe sich zahlreiche Regu-
laritdtsaussagen beweisen lassen. Durch weitere Untersuchungen konnten sie in [LiR 86]
bzw. [LiR 93] auch einen Integralkern fiir den Hauptteil des Neumannoperators auf D
mit zugehoriger asymptotischer Entwicklung gewinnen. Zahlreiche Autoren haben die
von Lieb und Range gefundene Methode, Integralkerne zu gewinnen, spiter verwendet,
um ihre Ergebnisse auf groflere Klassen von Gebieten zu iibertragen, etwa Michel fiir
streng pseudokonkave [Mic 92] oder Ma fiir g-konvexe Gebiete [Ma 89].

Um die Konvergenz gewisser Integrale zu ermoglichen, erfordern die Methoden von Lieb
und Range jedoch, dafl D Teilmenge einer umgebenden Mannigfaltigkeit mit Levimetrik
ist. In der Tat 148t sich fiir jedes gegebene streng pseudokonvexe Gebiet D mit glat-
tem Rand eine solche Metrik konstruieren, und mit Hilfe eines Ergebnisses von Sweeney
[Swe 76] folgt, daB viele der so gewonnenen Ergebnisse in Wirklichkeit unabhéngig von der
gewihlten Metrik sind. Auf die Voraussetzung, dafl die zugrundeliegende Metrik sich {iber
den Rand des Gebietes fortsetzen laf3t, kann man jedoch nicht ohne weiteres verzichten.

1.3 Randwerte und anisotrope Abschéitzungen

Vom Standpunkt der Theorie partieller Differentialgleichungen untersuchen wir beim
0-Neumannproblem den elliptischen Operator O mit nicht koerziven Randbedingungen.



Im zweiten Punkt unterscheidet sich dies vom reellen Laplaceoperator, und es ist da-
her von besonderem Interesse, das Randverhalten der beteiligten Operatoren zu unter-
suchen. Zahlreiche Autoren haben z. B. die Randwerte des Neumannoperators mit Hilfe
von Integralformeln untersucht. Eine systematische Untersuchung zur Klarung des Be-
griffs , Randwerte eines Integraloperators® fithrte aber erst Hefer in [Hef 02] durch. Als
zentrales Ergebnis hatte Cumenge in [Cum 90] mit Hilfe von Integralformeln zuvor den
folgenden Satz bewiesen:

Satz. Es sei D CC X streng pseudokonvex mit Randfunktion r. Es sei 0 < ¢ < n — 1.
Die Metrik von X sei eine normalisierte Levimetrik und es gelte

f e Léqu(D) N ker 0,
(—r)"20r A f € Lb, o(D) Nkerd.

Dann besitzt Kf, die kanonische Losung der 0-Gleichung fiir f, Randwerte im Raum
L ,(bD), deren Norm beschrénkt ist durch

1K 1123 00 < C (1115

0,q+1

o) =20 A Sl ) 2)

0,9+2

Schuldenzucker konnte die Aussage spéter in [Sch 94] auf beliebige LP-Réume mit
1 < p < oo verallgemeinern.

Die Voraussetzungen, welche an f gestellt werden, stellen dabei im Grunde eine aniso-
trope Randbedingung dar: Der tangentiale Anteil von f, der in Or A f verbleibt, muB
einer stirkeren Bedingung geniigen als der nicht-tangentiale Anteil, welcher durch das
Or-Differential annulliert wird. Indem wir eine neue Metrik < , .>w definieren, kénnen wir
R&ume betrachten, die dieser Problemstellung besser angepafit sind: Es sei

<f, g>w = <f, g> + (—T)_1<5T A f,0r A g>,

wobei < f, g> die urspriingliche, von X auf D induzierte, Metrik bezeichnet.

Eine Form f erfiillt genau dann die Voraussetzungen des zitierten Satzes, wenn sie im
L*-Raum beziiglich der Metrik (.,.) liegt, d.h.

\mﬁ:/ﬁjmw<m

D

gilt, und die rechte Seite von (2) im Fall von L?-Réumen entspricht gerade || f]|>. Der so
gebildete Raum L2 := {f : ||f]|° < oo} unterscheidet sich schon insofern von den zuvor
betrachteten L2-Raumen mit Levimetrik, als selbst Formen, deren Koeffizienten glatt bis
zum Rand des Gebiets sind, nur dann in L? liegen, wenn sie noch der zusétzlichen Rand-
bedingung geniigen, daf ihr tangentialer Anteil auf dem Rand des Gebiets verschwindet.

Wenn wir unseren Betrachtungen diese Metrik zugrunde legen, stellen wir fest, dafl sich D
nicht mehr als relative kompakte Teilmenge einer grofleren hermiteschen Mannigfaltigkeit
X schreiben 148t, denn < , .>w wird auf dem Rand von D singulér. Die von Lieb, Range



und anderen gewonnenen Integralformeln lassen sich somit nicht ohne weiteres iibertragen,
und ihre Ergebnisse bleiben geometrischen Situationen wie dieser zunéchst verschlossen.

Der prominenteste Verteter einer Metrik, fiir die wir aufgrund dieser Betrachtung kei-
ne Resultate erwarten konnen, ist die einem Gebiet in kanonischer Weise zugeordnete
Bergmanmetrik, denn Diederich zeigt in [Die 70|, da8 diese die gleiche Anisotropie im
Randverhalten zeigt wie < , .>w.

Mit Hilfe der gewichteten Integralformeln vom Koppelmannschen Typ nach Berndtsson
und Andersson [BeA 83] ist es jedoch sehr wohl moglich, Losungsoperatoren fiir die 0-
Gleichung und 00-Gleichung in dhnlicher Situation zu gewinnen, wie Andersson und
Carlsson es in [AnC 95| zeigen.

Thre Methode basiert auf den von ihnen Anfang der 90er Jahre eingefithrten L2-Riumen:

Definition. Es sei D CC C" ein streng pseudokonvexes Gebiet mit Randfunktion r. Es
sei < , > 8 die Levimetrik auf D, die durch § = i00r gegeben ist, und eine anisotrope
Metrik (.,.), sei gegeben durch Q := i(—r)8d1log(1/(—r)), d.h.

(£,9)q = (=r){f.9) 5+ {(Ir A f,Or Ng) .

Fiir &« > 0 betrachten wir die Rédume L2 der (0,¢)-Formen mit endlicher ||.|| -Norm,
wobei

A1 = v [ (1) Pl

D

fiir gewisse Konstanten ¢, 4 4.

In diesen Réumen gaben Andersson, Boo und Ortega-Cerda in [ABO 98] im Jahr 1998
einen expliziten Integralkern fiir den kanonischen Losungsoperator der 0-Gleichung in der
Einheitskugel des C" an. Mit gleichen Methoden ld8t sich der Hauptteil dieses Opera-

tors in beliebigen streng pseudokonvexen Gebieten des C" mit glattem Rand gewinnen
[AnB 00],[Lam 00].

Zentraler Bestandteil ist dabei der folgende Dimensionsiibergang;:

Satz. Es sei D CC C” ein streng pseudokonvexes Gebiet mit Randfunktion r(z). Man
betrachte dann das ebenfalls streng pseudokonvexe Gebiet

D = {(z,w) e C"x C:r(z)+ |w[2 <0} ccct

das also die Randfunktion 7(z,w) := r(z) + |w|* besitzt. Auf D und D bilden wir jeweils
die Metriken und L2-Riume aus obiger Definition. Fiir jede (0, ¢)-Form f € C>(D) sei
f(z,w) := f(z) die beziiglich der neuen Koordinate konstante Fortsetzung nach D. Mit
fi bezeichnen wir den tangentialen Anteil von f auf bD, dem Rand des Gebiets D.

Dann ist der Ubergang
[ fi



bijektiv zwischen den glatten Formen in D und den glatten invarianten tangentialen
Formen auf bD, wobei invariant“ bedeutet, dafl die Form unter Rotationen in der w-
Variablen konstant ist. Auflerdem gilt

11l = 111y = felly:

wenn ||.||, die von § induzierte Norm auf bD bezeichnet. Bei Verwendung dieser Metrik
ist der Ubergang f — f, also insbesondere auch eine Isometrie.!

Ein weiterer Satz stellt dann den Bezug zum 0-Neumannproblem her:

Satz. Es sei K, der kanonische Losungsoperator der d-Gleichung im Raum L7(D) und

K,_; der kanonische Losungsoperator der 0-Gleichung im Raum L2_, (D). Dann gilt fiir
f e Li(D):

K.f =K.1f.

Durch Kombination dieser beiden fiir die geometrische Situation typischen Ergebnisse ist
es dann mdglich, den kanonischen Losungsoperator K, auf D mit Hilfe der Randwerte des
Operators K,_; auf D darzustellen und schliellich seinen Hauptteil explizit zu berechnen.

IDie vollstéindigen Definitionen der hier verwendeten Begriffe werden in Abschnitt II gegeben.



2  Uber diese Arbeit

Die vorliegende Arbeit verbindet die Methoden von Andersson iiber die L2-Riume und
die von Lieb zur Berechnung des Neumannoperators, wobei wir auch einige Ansétze fiir
neue Anwendungen aufzeigen. Als Hauptergebnis erhalten wir, daf§ in der von uns be-
schriebenen Geometrie fiir ein streng pseudokonvexes Gebiet mit glattem Rand wesentlich
einfacher explizite Integralkerne mit guten Eigenschaften zur Losung des Neumannpro-
blems und der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gefunden werden koénnen,
als dies etwa in der euklidischen Situation der Fall ist. Dies zeigt, dafi die zugrundegelegte
Metrik ,natiirlich® fiir die Geometrie der betrachteten Gebiete ist. Es ist zu vermuten,
dal auch andere Fragestellungen durch in dieser Arbeit vorgestellte Methoden einfacher
behandelt werden konnen.

Im ersten Abschnitt préazisieren wir zunéchst die Begriffe und Notationen, welche in Teil 1
der Einleitung vorgestellt wurden. Darauf aufbauend formulieren wir das Neumannpro-
blem als die zentrale Fragestellung, die wir spéter untersuchen werden. Weil wir die von
Lieb, Range und Michel bekannte Definition zuldssiger Kerne um die Moglichkeit nicht-
ganzzahliger Exponenten erweitern miissen, fithren wir im Rahmen dieser Darstellung ihre
Definition und wichtigsten Eigenschaften noch einmal auf. Zusétzlich beweisen wir einige
Regularitédtseigenschaften der zugehorigen Integraloperatoren, insbesondere charakterisie-
ren wir ihr Verhalten unter Ableitung in tangentialer Richtung und gewinnen dabei eine
bisher unbekannte Kommutatorrelation zwischen zulédssigen Operatoren und tangentia-
len Vektorfeldern, welche spéter zentraler Bestandteil unserer Regularitatsergebnisse sein
wird:

Theorem (Kapitel I, Theorem 87). Es sei A, ein zuléssiger Operator vom Typ A > 0
und 7T ein tangentiales Vektorfeld. Dann gilt fiir f € C1(D)

TA = ATf+Y AV XOf + Ay,

Dabei ist 7" wiederum ein tangentiales Vektorfeld, A(;) und A, sind zulissige Operatoren
und die X @ glatte Vektorfelder, die jedoch nicht notwendig tangential sein miissen.

Mit Hilfe der Theorie zuldssiger Operatoren ist es moglich, die Fehlerterme zu kontrollie-
ren, welche bei der Untersuchung expliziter Darstellungen der Operatoren N und K und
ihrer asymptotischen Entwicklung auftreten. Da dies unser Ziel im dritten Teil der Arbeit
sein wird, geben wir zuvor eine Ubersicht iiber die von Lieb und Michel hierzu entwickelte
Methode.

Als letztes Grundlagenkapitel fithren wir anschliefend die benétigten Begriffe ein, um
die zuvor gezeigte tangentiale Regularitéit zulédssiger Operatoren praktisch anwenden zu
kénnen: Wir betrachten zunéchst die Randwerte von Funktionen und Formen im all-
gemeinen und untersuchen dann basierend auf den Ergebnissen von Hefer [Hef 02] und
Schuldenzucker [Sch 94] speziell den Zusammenhang zwischen Distributions- und Restrik-
tionsrandwerten zuléssiger Operatoren, d. h. die Frage, wann wir fiir die im Distributio-
nensinn erkldrten Randwerte eines zulédssigen Operators einen Integralkern zur Verfiigung



haben, den wir aus den Einschrénkungsrandwerten des zugehorigen zuldssigen Kerns ge-
winnen kénnen. Wir interessieren uns dabei insbesondere fiir Operatoren, deren Kern eine
Potenz der Randfunktion als Faktor enthélt. Fiir diese erhalten wir unter anderem:

Satz (Kapitel I, Korollar 109-111). Es sei A ein zuléssiger Kern vom Typ A. Dann gilt
fiir

e )\ > 2: Der zu A gehorige Operator besitzt Randwerte.

e )\ = 2: Der zu A gehorige Operator besitzt Randwerte, falls alle lokalen Darstellungen
echt positive Potenzen der Randfunktion (—p) enthalten.

e A>1:DerzuA = (—p)%A gehorige Operator besitzt Randwerte.

A > 0: Der zu A” := (—p)A gehorige Operator besitzt Randwerte.

°

>
I

o

: Der zu A" := (—p)A gehorige Operator besitzt Randwerte, falls in lokaler
Darstellung die Potenzen der Randfunktion v =0 und t — 9 > g oder
t — & < 2 erfiillen.?

Diese Klasse von Operatoren ist fiir uns besonders interessant, da es sich bei ihnen um
die natiirliche Form handelt, in welcher Integralkerne in den gewichteten L2-Réumen
vorkommen, und auf die wir im Rahmen dieser Arbeit daher besonderes Gewicht legen
werden: Wir folgen zunichst Andersson bei der Vorstellung der anisotropen L?-Riume
mit ihren wichtigsten Eigenschaften und den auf ihnen definierten Differentialoperatoren.
Indem wir die zuvor eingefiihrten Begriffe zuléssiger Operatoren an diese geometrische
Situation anpassen und ihr Abbildungsverhalten zwischen den anisotropen Rdumen mit
Gewichtung beschreiben, erhalten wir eine neue Theorie von zuldssigen (Fehler-)Termen,
welche in vielen Aspekten dem urspriinglichen Kalkiil in der von Lieb, Michel und anderen
Autoren beschriebenen Situation mit Levimetrik entspricht.

Als Besonderheit der gewichteten Bergmanridume demonstrieren wir die Moglichkeit, den
Dimensionsiibergang f — f; zu verwenden, um einen Integraloperator T auf einem Gebiet
D im C" mit einem Operator tangentialer Randwerte 7% in Verbindung zu setzen, der
auf Formen in einem Gebiet D im C"' wirkt. Dies ist auch deshalb interessant, weil
wir zeigen kénnen, daB auf diese Weise die Neumannoperatoren auf D bzw. auf D fiir
passende Gewichte ineinander iiberfithrt werden.

Zusétzlich zeigen wir, wie sich Regularitétsaussagen zwischen der n-dimensionalen und
der (n + 1)-dimensionalen Situation iibertragen, und kombinieren dies mit unseren zuvor
gewonnenen Resultaten {iber die Regularitét tangentialer Randwerte zuléssiger Operato-
ren. So erhalten wir u. a. auf einfache Weise die C*(D)- und C*(D)-Regularitit fiir eine
Klasse von Operatoren, welche wir als transformiert zuldssig bezeichnen, und bei denen
es sich um diejenigen Operatoren handelt, welche sich mit Hilfe des Dimensionsiiber-
gangs aus zuléssigen Operatoren gewinnen lassen. Eines unserer spateren Ergebnisse wird
sein, dafl die Hauptteile von K, und N, durch transformiert zuléssige Kerne beschrieben
werden kénnen.

?Die entsprechenden Notationen werden in Abschnitt I eingefiihrt.



Der letzte Teil der Arbeit kombiniert die zuvor gewonnenen neuen Methoden zur Be-
handlung des urspriinglich gestellten Problems: Wir verwenden die Methode des Dimen-
sionsiibergangs, um das Differentialgleichungssystem fiir die Integralkerne von K, und
N, im Gebiet D auf ein wesentlich vereinfachtes System fiir die Randwerte der entspre-
chenden Kerne im zugehorigen Gebiet D zu reduzieren. Wie sich herausstellt, 1a8t sich
eine explizite Losung des reduzierten Problems leicht angeben, und wir erhalten in ei-
ner Abwandlung bekannter Methoden eine asymptotische Entwicklung fiir K, und N,
die nur auf den zuvor bestimmten tangential zuldssigen Integralkernen beruht und sich
sehr einfach aufstellen 148t. Aus Untersuchungen der Randwertkerne gewinnen wir so eine
Reihe von Aussagen, fiir die sonst der vollstdndige Integralkern bekannt sein miifite, etwa:

Satz (Kapitel ITI, Satz 3). Fiir « > 1 und Formen vom Grad 1 < ¢ < n — 1 bewahrt der
Neumannoperator N, Glattheit:

N, : C*(D) — C>=(D).

Im letzen Abschnitt fithren wir schliellich vor, wie es moglich ist, die Transformation von
der Dimension (n 4 1) zur Dimension n explizit auszufithren und so vollsténdig explizite
Formeln fiir die Hauptteile der Kerne von K, und N, zu erhalten. Eine Abschitzung
deren Typs erméglicht es uns, die L2-Stetigkeit aller beteiligten Operatoren in der asym-
ptotischen Entwicklung zu zeigen, und daraus erhalten wir weitere Aussagen iiber die
Wirkung von N, in Funktionenriumen mit anderem Gewicht als in L?, etwa

Satz (Kapitel III, Satz 28). Fiir & > 1 und Formen vom Grad 1 < ¢ < n — 1 bildet der
Neumannoperator N, stetig ab:

N, : L3(D) — L2(D), firk>1,1<d¥9<aund ¥ —r <2

Analoge Ergebnisse erhélt man auch fiir den kanonischen Losungsoperator K,,. Diese Art
von Regularitétsergebnissen waren bisher nur fiir isotrope und nicht-singulére Metriken
bekannt. Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung und Diskussion der erzielten Er-
gebnisse.

Mein Dank gilt Herrn Professor Dr. Ingo Lieb fiir die interessante Themenstellung und
die Betreuung meiner Promotion in Bonn sowie Herrn Professor Dr. Mats Andersson fiir
die Betreuung wiahrend meines Aufenthalts in Goteborg. Bei Dr. Torsten Hefer bedan-
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Teil 1

Das Neumannproblem und zulissige
Operatoren






1 Der Neumannoperator

1.1 Grundlagen

Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Auf M betrachten wir fiir
0 < p,q, < n die Réume AP(M) der (p, q)-Differentialformen und als Teilrdume C< (M)
die (p, q)-Formen mit glatten Koeffizienten. Wenn der Grad der Formen keine Rolle spielt,
unterdriicken wir den Index und schreiben die direkte Summe der C% (M) als C>(M).
Wenn die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit aus dem Zusammenhang klar ist, kiirzen wir
dies auch mit C* ab. Fiir AP4(M) und andere Rdume von Formen verwenden wir jeweils
die gleiche Konvention.

Auf M sei eine C™-glatte hermitesche Metrik ds? gegeben, also ein Skalarprodukt auf
dem komplexifizierten Tangentialraum an M. ds? induziert ein punktales Skalarprodukt
auf den Differentialformen in jedem Punkt, das wir mit < . >(x) fiir x € M bezeichnen,
oder kurz < , > Als komplexe Mannigfaltigkeit besitzt M zudem eine durch die komplexe
Struktur ausgezeichnete Orientierung und das zugehorige Volumenelement von M nennen
wir dV (z) bzw. dV.

Satz 1. Fir jedes 0 < p,q < n existiert ein eindeutiger Operator Hodge-x-Operator
«: APYM) — A"P"P(M),
der punktweise der definierenden Gleichung
fAxg .= <f,g>dV
fiir alle (p, q)-Formen f,g € AP9(M) geniigt. BekanntermafSen gilt x1 = dV und xdV = 1.

Definition 2. Durch Integration iiber M erhalten wir das iibliche L?-Skalarprodukt fiir
Differentialformen f, g auf M:

(r9) = [ Frsg= [ (r.gpav.

sofern das Integral existiert. Entsprechend definieren wir die zugehorige L?-Norm durch
1
| fllzz :== (f, f)2 und den Raum der quadratintegrablen (p, ¢)-Formen durch

Ly g(M) = {f € AP9(M) : || f]| 2 < oo}

Der Raum L2 (M) wird mit dem Skalarprodukt (.,.) zu einem Hilbertraum. Die glatten
Formen mit beschrinkter L?-Norm liegen dicht in ihm.

1
Definition 3. Analog definieren wir mit Hilfe von |f| := <f, f>2 die LP-Normen fiir
1 < p < oo von Formen in M:

priL/fpdV fir 1 <p < oo,

| fllze := esssup,, | f]



und die zugehorigen LP-Rdume durch
LP(M) :={f: Ifllzr <00}  fiir 1 <p<oo.

Fiir alle p liegt die Menge der glatten Formen mit beschrankter LP-Norm wiederum dicht
in LP.

1.2 Partielle Differentialoperatoren auf >

Auf dem Unterraum C'(M) N LP(M) C LP(M) stetig differenzierbarer Formen ist der

Cauchy-Riemann-Operator 9 als partieller Differentialoperator mit konstanten Koeffizi-
enten definiert. Wir setzen 0 im Distributionensinn zu einem mazimalen abgeschlossenen
Operator auf LP(M) fort, den wir wiederum mit 0 bezeichen:

Definition 4. Es sei
domd :={f € L?: 0f € L*} C LP(M),
wobei 0f im Distributionensinn zu bilden ist. Dann ist
d:domd C LP — LP
ein (unbeschrénkter) dicht definierter Differentialoperator erster Ordnung auf L?.
Fiir unterschiedliche Werte von p unterscheiden sich dabei die Definitionsgebiete dom .

Wir werden im folgenden stets den 0-Operator beziiglich L? verwenden, da uns dort
Hilbertraum-Methoden zur Verfiigung stehen.

Definition 5. Da die glatten Formen mit kompaktem Triger, D(M) := C°(M), insbe-
sondere in dom d C L? liegen, kénnen wir im Hilbertraum L? durch

(If,9) == (f,09) fir alle f,g € D(M) (6)

den formal adjungierten Operator ¥ zu O bilden.

Mittels partieller Integration kénnen wir ¥ ebenfalls als Differentialoperator erster Ord-
nung bestimmen und seine Wirkung im Distributionssinn auf ganz L?(M) betrachten.
Wenn wir ¢ als solchen auf beliebige Formen in L?(M) anwenden, entstehen jedoch im
Bild Formen mit Distributionskoeffizienten, so dafl wir den Definitionsbereich des ad-
jungierten Operators auf sinnvolle Weise einschrinken mochten, damit auch sein Bild
in L?(M) enthalten ist. Weiterhin méchten wir, da Gleichung (6) auch fiir beliebige
g € dom 0 erfiillt ist, was nicht automatisch der Fall ist, selbst wenn f € L?(M) und
Jf € L*(M) ist. Dazu setzen wir:

Definition 7. Es sei der Hilbertraum-adjungierte Operator 0* zu 0 in L? gegeben durch

O*f :==9f (im Distributionensinn) fiir f € dom 9*



auf dem Definitionsgebiet
dom9* := {f € L*(M) : 9f € L*(M) und Vg € domd (9g, f) = (g,9f)}.

Es ist bekannt, dafl auf diese Weise wieder ein dicht definierter Operator in L? entsteht,
jedoch kann dom 0* deutlich kleiner als z. B. dom 0 sein.

Durch die Definitionen 4 und 7 erhalten wir einen Doppelkomplex dicht definierter Ope-
ratoren
CL2 o (M)D L2 (M) L2 (M)

g g1 5% D 5% " Pqt+1 5% T

denn es ist sowohl 900 = 0 als auch 9* 0 9* = 0. So liegt es nahe, das komplexe Analogon
zum reellen Laplaceoperator zu bilden:

Definition 8. Der Laplace-Beltrami-Operator O ist gegeben durch
0= (94 5") = 50" + 50
Sein Definitionsbereich ist entsprechend
dom O := {f € domdNdomd* : f € domJ* und 9*f € domd} C L*(M).
Satz 9. Fir jedes 0 < p,q < n ist der dicht definierte Operator
O:domOC L}, — L3,
selbstadjungiert. Weil

(Of,9) = (f,0g) fiir alle f,g € dom O,

gilt, stehen im O und ker O beziiglich (.,.) orthogonal zueinander, was wir im folgenden
mit dem Symbol L abkiirzen. Weiterhin gilt

(Of, f) >0 fiir alle f € dom O,

und Gleichheit herrscht genau fir f € ker O.

Definition 10. Wie im Reellen bezeichnen wir die Differentialformen im Kern des
Laplace-Betrami-Operators als harmonische Formen, und wir fassen sie in den Rium-
en H, , zusammen:

Hpg :={f € domdNdomd* C L2, | 9f =0 und 0" f = 0}.

Hp,q ist ein abgeschlossener Unterraum von L7 . und wir definieren den Operator H, , als
die orthogonale Projektion der Formen in Lqu auf ihren harmonischen Anteil, also

L 72
H,,: Lp,q — Hpq-



Es gilt nun die schwache orthogonale Zerlegung

L, =m0 H,, (11)
bzw., da im0 L im 0* ist:

L2, =imd & imd* & H,y. (12)

Auf dem orthogonale Komplement J{If
Beltrami-Operator zu invertieren:

g von H,, konnen wir versuchen, den Laplace-

Definition 13 (Neumannbedingung). Es sei f L H,,. Dann sagen wir, daf fiir f die
Neumannbedingung erfiillt ist, wenn f im Bild von O liegt, wenn es also eine Form ¢ €
dom O gibt, so dafl

Og = f. (14)

Falls es fiir f iiberhaupt eine solche Losung g gibt, so ist ¢’ := g H, ,g ebenfalls eine
Losung, und ¢ liegt im Raum i]-CL Wie man leicht sieht, ist ¢’ die einzige Losung zu
Gleichung (14) mit dieser Elgenschaft (und héngt als solche nur von f ab, jedoch nicht
von g).

Definition 15. Wir fithren die Bezeichnung ein:

Es gilt N(p,q) & im0 ist abgeschlossen in Liq
Wegen Gleichung (11) bedeutet N(p,q) also, daf H, = im0 und damit, dafl die 0-
Neumannbedingung fiir alle Formen f € IJ-CL erfiillt 1st

Definition 16 (Neumannoperator). Es gelte N(p,q), dann erhalten wir aus den vorhe-
rigen Betrachtungen einen Operator N, , auf }C;q

N,.f=yg fiir f € H:

p,q’

wenn Og = fund g L H,,,
den wir trivial zu einem Operator auf ganz Li’q fortsetzen konnen durch

N,.f =0 fir f e H,,.

Wir nennen N, , den Neumannoperator; er hingt nur von M und ds* ab. Wenn der Grad
der Differentialformen nicht von Bedeutung ist, schreiben wir statt N, , auch einfach N.

Satz 17. Es gelte N(p,q), so daff der Operator N, , definiert ist. Dann sind N, , und
H, , beschrinkt und selbstadjungiert, und es gilt die starke orthogonale Zerlegung

2 .
prq =imO@H,,

=imd ®imd* B H, q-

AuBlerdem 1a3t sich leicht zeigen:



Satz 18. Es gelte N(p,q). Dann ist fir jedes f € L;q

f=8BNf+HJ,
f=NOf+Hf  firalle f €dom0O,
NH/ = HNf = 0.

Wenn aufler N(p,q) auch N(p,q+ 1) erfillt ist, gilt auferdem

ON,.f =N, ,10f, fiir alle f € dom0d C L?

p,q’

O Npgirf =N, 0°f,  fir alle f € domd* C L2 ;.

1.3 Konsequenzen aus der Existenz von N, ,

Durch das Wissen, dafl der Neumannoperator fiir Formen eines gewissen Grades existiert,
gewinnt man weitere Erkenntnisse {iber die Mannigfaltigkeit M. Zunéchst erhalten wir,
daBl der Raum der harmonischen Formen isomorph zur L?-Kohomologie beziiglich 0 ist:

Satz 19. Es gelte N(p,q) dann ist

ker {0 : LIQJ,q — LZ,QH}
im{0: L2, , — L2}

4o P .

Beweis. Dies folgt aus der starken orthogonale Zerlegung von L? Da im0* L ker 5_,
besitzt jede Form in ker 0 eine eindeutige orthogonale Zerlegung in einen Anteil in im 0
und einen Anteil in HP9.

Bemerkung. Falls M ein streng pseudokonvexes Gebiet in einer hermiteschen Mannig-
faltigkeit ist, gilt auBerdem, dal HP? fiir ¢ > 1 von endlicher Dimension ist und ebenfalls
isomorph zu den Kohomologiegruppen

_ ker {(? L Oy (M) N L;q(M) — O (M) N Lqu(M)}
M) im {9 O (M) N L2, (M) — Cs2 (M) N L2 (M)}’

p,q—1
e e {0: G (D) — O ()
=00 " im {9 : ¢ (M) — Cgo (M)}

P,
Hes

Wir benotigen diese Aussage jedoch fiir unsere Betrachtungen nicht.

Ebenso ergibt sich die Losbarkeit der 0-Gleichung (auilerhalb der Kohomologie):

Lemma 20. Es seiq > 1 und fiir f € }C;q mit Of =0 sei die Neumannbedingung erfillt.
Dann sind die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

ou=f (21)

losbar und u 1= 5*Np,qf ist die eindeutige Losung, welche orthogonal zu ker O steht.



Beweis. Der Beweis ist typisch fiir viele elementare Argumente in der L?-Theorie: Weil
[ L X, ist, gilt

(00" + 0*O)Nf = f,

und indem wir auf beide Seiten der Gleichung 0 anwenden, ergibt sich 90*ON f = 0. Wir
bilden das Skalarprodukt mit ON f und erhalten so

0= (90"INf,ONf) = ||0"INf|[",
also gilt bereits 0*ON f = 0 und somit
00*Nf = f.
Damit ist u := 9*Nf eine Losung zu (21). Offensichtlich gilt fiir g € ker d

(0"'Nf,g) = (Nf,dg) = 0,

also ist die Losung u tatséchlich orthogonal zu ker 0. u ist eindeutig, wenn falls v €
(ker d)* ebenfalls eine Losung zu Gleichung (21) ist, dann gilt u — v € (kerd)™ und
Ou—v)=0u—0v=f—f=0,alsou—v € (kerd)* Nkerd und damit u = v.

Indem wir diese Konstruktion fiir alle geeigneten f durchfiihren, erhalten wir

Definition 22. Es sei ¢ > 1, und es gelte N(p, q). Dann setzen wir

K, [ I*N,, . f fiir f € 3, Nkerd,
P70 fir f L H}- Nkerd

und nennen K, , den kanonischen Ldsungsoperator fiir den 0-Operator (bzw. fiir die
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen) in L;q.

Lemma 23. Es sei K, , definiert fir Lf,’q, dann gilt

I(pg:ALig(A[)-—>(ker5)l,

und fiir jedes f € im0 ist durch K, ,f die eindeutig bestimmte Lisung zu (21) mit mini-
maler L*-Norm gegeben.

Beweis. Daf} das Bild von K,, , im orthogonalen Komplement von ker 0 liegt, ist klar nach
Definition 22 und der vorherigen Betrachtung von 9*N,, .. Es sei nun also f € im 3, also
f = Og fiir ein g € dom J. Dann ist zunichst f L ker 9%, also insbesondere f | H,,, und
damit ist K, ,f eine mogliche Losung zu Gleichung (21). Jede weitere Losung g € dom 0
mit f = Jg kénnen wir schreiben als ¢ = K,,,f + h mit h € kerd, und diese Zerlegung
ist orthogonal wegen K, ,f L ker 0. Dadurch wissen wir

lg1* = [Kp o /1 + [1A]]° = Ko f I,

was die Minimalitédtseigenschaft beweist, und K, ,f ist eindeutig mit dieser Eigenschaft,
da nur fiir ~ = 0 (im L?-Sinn) Gleichheit zwischen beiden Seiten herrscht.



Definition 24. Es sei K7 | der adjungierte Operator zu K, ;, d. h. es gelte fiir ¢ > 1
(K*f.9) == (f.Kg) firalle fe L}, |, g€ L2,

Satz 25. Wenn aufler N(p,q) auch N(p,q—1) gilt, konnen wir K* analog zu K mit Hilfe
des Neumannoperators ausdriicken. Es gilt dann

K. f= ON, 1 f fiir alle f € L?

p,g—1-

K* st der kanonische Ldsungsoperator fiir die Gleichung

P
Ou=f
auf (p,q — 1) Formen, d. h. es gilt
K, L}%,q—l — (ker 9%)*
und
K f o f fir f € H{;q N ker?*,
P 0 fur f L U{;q N ker 0*.

Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich, denn fiir alle f € qu_l, g € kero* C Liq
ist

(K;7Qf7 g) = (f7 Kp,qg) =0

nach Definition 22, weil ker 0* L iHﬁq Nker 0. AuBerdem gilt fiir alle f € L?% -1

(K;qf? 9) = (f, Kpq9) = (f, 5*Np,q9) = (f, Np,qflg*g) = (Npof, 5*9) = (5Np,qfa 9),

sofern g € dom 0* C L2

. . . _* . . 2 .
4.q» Was die zweite Behauptung zeigt, da dom 9" dicht in L; , liegt.

Aus der Losungseigenschaft von N erhalten wir die Homotopierelation fiir K.

Korollar 26. Es gelte N(p,q) und N(p,q+ 1), dann gilt fir jedes f € Lqu
5Kp,qf + 5*K;,q+1f =f- Hp,qf-
Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz von Satz 18, da

OK, . f + 5*K;7q+1 f=00"N,,f +0*0N, ,f =ON,,f = f —H, ,f.

Fiir p = ¢ = 0 erhalten wir auflerdem eine Aussage iiber die Bergmanprojektion:

Definition 27. Es sei A(M) := L§ (M) N O(M) der Bergmanraum. Dann bezeichnen
wir die orthogonale Projektion

P: L§, (M) — AM)

beziiglich (.,.) als die Bergmanprojektion.



Lemma 28. Wenn N(0,0) gilt, erhalten wir
Pf=f—0"0Ngof.

Doch selbst wenn iber N(0,0) nichts bekannt ist, aber N(0,1) gilt, konnen wir P mit
Hilfe von N darstellen als

Pi=7f- 5*N0,15f-
Beweis. Offensichtlich gilt P = Hy, denn fiir alle (0,0)-Formen f ist 0" f =0, also
Hyo = A. Die erste Gleichung folgt somit direkt aus Satz 18. Um die zweite Aussage
zu beweisen, bezeichnen wir fiir den Moment den Operator, dessen Wirkung durch die
rechte Seite der Gleichung gegeben ist, mit B. Eine Funktion f € dom 0 zerlegen wir nun
orthogonal f = f; + fo mit f; € A(M) und fo L A(M). Dann gilt

Bf = f—0"No,0f

= = 0" No10/f2,

denn Of = 0f,. Wir wissen, daB 5*N071 die 0-Gleichung 16st und 0*Ng ;0 f, die eindeutige

Losung zuﬁu = ? f> im Raum (ker 9)* sein muB. Da f, selbst ebenfalls in diesem Raum
liegt, gllt 8*N0718f2 = fg, also

=f-r
= fla
was zu zeigen war, denn nach Definition von P ist Pf = f.

Korollar 29. Da 9*Ny, = Ky, gilt, ist klar, daff wir P auch mit Hilfe von Ko schreiben
kdnnen als

Pf=f—Ky.0f fiir f € dom 0.

Zuletzt stellen wir fest, dai wir auch den Neumannoperator selbst mit Hilfe des kanoni-
schen Losungsoperators zu 0 und dessen Adjungierten ausdriicken konnen:

Satz 30. Es gelte N(p,q) und N(p,q+ 1), dann gilt in Analogie zur Definition von O:
Np7q = Kp7q+1K;,q+1 + K;,qu,Q'
Beweis. Aufgrund der zuvor gezeigten Beziehungen gelten die Identitdaten

* _ a 2
a1 = ONpg auf Ly .

K,gi1 =N,,0°  aufdomd* C L? .,
K:, =N,,0 auf dom 0 C L2

p,g—1"
Damit erhalten wir fiir jedes f € Liq
Kp,q+1K;,q+1f + K;,qu,qf = Np,qé*ng,qf + Np,qég*Np,qf
= Np,qDNp,qf
= Np,qfa

denn N, ,f L H,,, so dafl wir anwenden koénnen, dafl N, , invers zu O ist.



1.4 Integralformeln

Neben dem Ansatz, die Abgeschlossenheit des Bildes von O und damit die Existenz des
Neumannoperators mit L2-Methoden zu beweisen, ist es auch mdoglich, Integralformel-
methoden zu benutzen, um das Neumannproblem — und andere Probleme — zu untersu-
chen. Das ist der Weg, den wir in dieser Arbeit gehen wollen.

WEeil unser Ziel mehr auf einer verstédndlichen Vorstellung der Methode des Dimensions-
iibergangs aus Kapitel II liegt, als auf seiner Darstellung in grofStmoglicher Allgemeinheit,
werden wir nur in streng pseudokonvexen Gebieten im C" mit glattem Rand arbeiten. In
denen die Losbarkeit der 0-Gleichung prinziell bekannt ist.

Die gleichen Betrachtungen kénnten auch auf komplexen Mannigfaltigkeiten fiir Formen
mit Koeffizienten in Vektorbiindeln angestellt werden. Dies stellt jedoch keine wesentliche
Verallgemeinerung dar, da wir vom umgebenden C™ ohnehin nicht die Metrik, sondern
im Grunde nur der Einfachheit halber die globalen Koordinaten ¢ und z iibernehmen
werden.

Definition 31. Es sei p eine C"°-glatte Funktion auf einer offenen Menge U
p:U—R.

Dann definieren wir die Leviform L,(z;t) von p im Punkt z durch

t;t fir t € C™.
Zazjﬁzk F e

Wir nennen p streng plurisubharmonisch, wenn L,(z;.) in jedem Punkt z € U eine streng
positiv definite hermitesche Form auf dem C” ist

Definition 32. Es sei D CC C" ein Gebiet. Dann heifit D streng pseudokonver, wenn es
eine streng plurisubharmonische Funktion 7 in einer Umgebung U (D) von D gibt, so daf
dp # 0 auf bD und D gegeben ist als

D={zcU(D): p(z) <0}

Unser generelles Ziel nun:

Bestimme auf D x D einen Integralkern N((,z) fiir den Neumannoperator N,
d. h. fiir alle f € L%(D) und z € D soll gelten

NJf(z) = / £(0) AN(C 2).

Falls dies nicht durchfithrbar sein sollte, bestimme zumindest einen Kern
N'(¢, 2), der eine moglichst gute Approximation (in einem niiher zu bezeich-
nenden Sinn) von N((, z) darstellt, d. h.

Nf(z) = / FOANEZ) + Ff(2)

fiir einen moglichst leicht zu kontrollierenden und moglichst expliziten Feh-
lerterm F'.



2 Zulassige und isotrope Kerne

Unser wichtigstes Hilfsmittel zum Gewinn von Integraloperatoren zur Behandlung des
O0-Neumannproblems ist die Theorie der zuldssigen Kerne, die wir in diesem Kapitel be-
schreiben und an unsere Bediirfnisse anpassen wollen. Wir werden nur kleine Teile der
sehr viel umfassenderen Beschreibung in [LiM 02] benétigen, die dortigen Begriffe je-
doch leicht erweitern, um bereits jetzt die Grundlage unserer spiteren Betrachtungen
iiber gewichtete Bergmanrdume zu legen. Dort werden wir insbesondere zuléssige Kerne
mit nicht-ganzzahligen Exponenten benétigen, so dafl wir diese auch in diesen Abschnitt
aufnehmen.

2.1 Streng pseudokonvexe Gebiete

Es sei D C C" ein streng pseudokonvexes Gebiet mit glatten Rand, fiir das wir eine streng
plurisubharmonische Randfunktion p = p(() fixiert haben, also D := {¢ € C" : p(¢) < 0},
wobei p in einer Umgebung des Gebiets C* glatt ist und dp # 0 auf bD gilt.

Da p streng plurisubharmonisch ist, konnen wir eine kanonische Metrik auf D bilden:

Definition 33. Es sei die hermitesche Metrik dsz auf D gegeben durch

1520 = Y 2L (0) d @ G
8 T 960k !

Bemerkung. Die zugehérige definierende (1,1)-Form ist 3 := i00p und damit ist dsi
automatisch eine Kéahlermetrik. In der Terminologie von Lieb/Michel handelt es sich bei
G um die Levimetrik von p. Thr Verhalten und das des zugehorigen Neumannoperators
wird ausfiihrlich in [LiM 02] beschrieben.

Weil sich die einer Metrik zugeordnete (1, 1)-Form einfacher handhaben l&8t, verwenden
wir im folgenden stets diese Schreibweise statt eines Ausdrucks ds?. Statt von der Metrik
dsi sprechen wir daher von der Metrik, die durch 3 gegeben ist, oder einfach von der
Metrik 3.

Im Produktgebiet D x D verwenden wir die Koordinaten ((, z) und schreiben n = (—z und
1; = ¢; — z;. Wenn wir die Randfunktion als Funktion der Variable z statt ¢ betrachten,
nennen wir sie r statt p, d.h. r = r(z) := p(z). Ableitungen der Randfunktion notieren
wir in Index-Schreibweise, also

or dp

= a- und pr = 8_@’ etc.

T

Definition 34. Wir definieren auf die iibliche Weise das Levipolynom von p

F((,z):=— Zﬂﬂh’ + % Z Pij1i7; -
i=1

ij=1



F ist holomorph in z und bekanntermaflen folgt aus der strengen Pseudokonvexitét von
D, daBl bei festem z € bD und lokal betrachtet ( = z die einzige Nullstelle von F((, z)
in D ist. Fiir ein streng konvexes Gebiet wire dies auch global der Fall, doch da D nur
streng pseudokonvex ist, kann F(., z) noch weitere Nullstellen in D besitzen. Wir wihlen
daher eine glatte Abschneidefunktion (¢, z) mit kompaktem Triger, die identisch 1 ist
in einer kleinen Umgebung der Diagonale A := {¢ = 2 : ((,2) € D x D}. Wir nehmen
dabei an, daB es ein ¢ > 0 gibt, so daB ¢ = 1, wenn R*((,2) < £ und ¢ = 0, wenn
R*(¢, z) > 2, wobei

R*(C,2) = Z PigTiNj

ij=1
eine Approximation des geodétischen Abstands zwischen z und ¢ beziiglich der Metrik g
ist [Rha 60].

Wiederum auf D x D setzen wir

v(¢2) = (=p+ F)o+ (1 —p)R%

Die so entstehende Funktion heiit erweitertes Levipolynom. v((, z) hat keine Nullstellen
auBerhalb der Randdiagonalen A = {¢ = z : ((,2) € bD x bD}. Allerdings ist v im
Gegensatz zu F nicht iiberall holomorph bzgl. z, sondern nur in einer Umgebung von A,
wo es mit —p + F iibereinstimmt. Zur Abkiirzung setzen wir aulerdem

v'(¢, 2) = 0(2,)

Beispiel. Am einfachsten nachzuvollziehen sind diese Konstruktionen am Beispiel der
Einheitskugel B C C", die durch die Randfunktion

p(O) =1 =1
gegeben ist. Fiir sie gilt
B =1i00p = id(-dC,
wobei wir als Schreibweise mit dem Malpunkt fiir Faktoren 2z oder ¢ bzw. deren Differen-

tiale ein C-lineares Skalarprodukt mittels A abkiirzen, also d(-d( := > dCtA d¢'. Analog
ist z-d¢ =Y, Zd(", ete.

Die Metrik [ ist bis auf eine Konstante also einfach die euklidische Metrik, und wegen
Piz = 61’]’ und Pij = 0 ist

F=((C—2)

R*=|¢ -2
Im Gegensatz zum allgemeinen Fall ist B sogar echt konvex, und es ist daher nicht not-

wendig, bei der Definition von v mit R? zu verkleben (bzw. wir kénnen ¢ in der Definition
beliebig groff machen). Somit besitzt

v=—p+F
=1-(z



bereits alle Eigenschaften, die wir spéter fiir das erweiterte Levipolynom formulieren und
nachweisen werden.

Definition 35. Als Modifikation des Abstandsquadrats R?((, z) fithren wir die erweiterte
Normfunktion

P(¢,2) = R*(C, 2) + 2p(C)r(2)

ein. P hat im Gegensatz zu R? keine Nullstellen im Innern des Produktgebiets, sondern

nur auf der Randdiagonalen, und steht damit in einer dhnlichen Beziehung zu R?, wie v
zu F'.

Definition 36. Es sei m € N und E,(C, 2) eine Produktform mit Koeffizienten in
C>®(D x D), die der Abschitzung

|Em|ﬁ S CRm(Ca Z)

fiir eine Konstante ¢ > 0 geniigt. Dann nennen wir FE,, isotrop, bzw. isotroper Kern,
von der Ordnung m. Fiir negative m verwenden wir den gleichen Begriff, falls es einen
isotropen Kern FE,,, der Ordnung m’ € N gibt, so dafl

J— Em/
- Rm’fm :

Ey,

Zur besseren Vergleichbarkeit mit zuléssigen Kernen, werden wir im allgemeinen isotrope
Kerne von negativer Ordnung {iber ihren Typ charaktisieren statt iiber ihre Ordnung;:

Definition 37. Es sei E isotroper Kern von der Ordnung m, dann nennen wir E auch
isotrop vom Typ m + 2n.

Der Hintergrund fiir diese Verschiebung ist, dafi dadurch genau die isotropen Kerne vom
Typ > 0 noch gleichméflig in beiden Variablen iiber D integrierbar sind. Kerne vom
Typ > 0 werden in unseren spéteren Betrachtungen die wichtigste Rolle spielen.

2.2 Grundlegende Abschitzungen

Zwischen den eingefiihrten Funktionen bestehen einige Ungleichungen, die wir spéter fiir
die Abschétzung der Integralkerne benétigen. Als allgemeine Konvention verwenden wir:

Definition 38. Es seien f(x), g(x) Funktionen, die von einer beliebigen Anzahl Parameter
x abhédngen. Dann schreiben wir

39

wenn es eine von x unabhéngige Konstante C' > 0 gibt, so daf§ f < Cg. Analog definieren
wir f 2 g als ¢ < f, und wir schreiben f ~ g, wenn f < g und f 2 g gilt. Falls S und
T Operatoren sind, die auf ein Argument f wirken, soll die Schreibweise Sf < T'f auch
beinhalten, dafl die in der Abschétzung auftretende Konstante nicht von f abhéngt.



Lemma 39. Zwischen den Funtionen v, p, r, R?> und P gelten in einer Umgebung der
Diagonale A die Ungleichungen

o] ~ [0] ~ 0] ~ |07
lv| 2 (=p) + [Imv| + R* + (—)
P> R?+ (-r)*

Beweis. Die Beweise sind elementarer Art und finden sich in [LiM 02], wobei wir die
dortigen Ergebnisse deshalb verwenden kénnen, da R? beziiglich 3 gebildet wird, welches
wie erwéahnt eine Levimetrik ist.

2.3 Zulissige Kerne

Aus diesen Funktionen definieren wir nun einen fiir diese Arbeit zentralen Begrift:

Definition 40. Es sei A((, z) eine Produktform auf D x D. Dann nennen wir A((, 2)
einen zuldssigen Kern, wenn

o A(C,2) € C®(D x D)NC°D x D\ A) ist, wobei A die Randdiagonale bezeichnet,

e s zu jedem Punkt ({y, z) € bD x D oder (¢, 2) EE x bD eine offene Umgebung U
gibt mit einer lokalen Darstellung von A auf U N D x D als

A((,z) = (—p)‘s(—T)A’P_tovtl@t%*t?’@*t“Em. (41)

Alle Exponenten seien reelle Zahlen, wobei d,v > 0 und ¢+t +t3+t4 < 0 gilt. E,,
sei isotrop von der Ordnung m € N. Im allgemeinen setzen wir t := —(t;+to+t3+14).

Bis auf die nicht-ganzzahligen Exponenten findet sich diese Definition unter anderem als
III 5.49 in [LiM 02]. Ebenso wie dort graduieren wir die Kerne nach ihrem Typ:

Definition 42. Es sei A((, z) zuldssig mit Darstellungen wie in Definition 40. Dann ist
der Typ A einer solchen Darstellung definiert als

Ai=2n+m+min(2,t —6 —7) —2(tg +t — 96 — ),

und wir nennen A((, z) vom Typ A, wenn A in allen Punkten lokale Darstellungen vom
Typ A besitzt. Generisch schreiben wir kurz Ay, um zu symbolisieren, dafl ein Kern A
Typ A hat.

Bemerkung. Der Typ eines Kernes driickt im Prinzip eine Wachstumsbedingung in der
Néhe der Singularitdten (soweit vorhanden) aus. Kerne vom gleichen Typ teilen viele
Regularitétseigenschaften. Insbesondere sind alle Kerne vom Typ > 0 noch in beiden
Variablen gleichmiBig iiber D integrierbar. Wir werden das spiter fiir Abschiitzungen
zuléssiger Operatoren in LP-Normen verwenden.



2.4 Beispiele

Viele klassische Kerne lassen sich als zuléssige oder isotrope Kerne darstellen:

e Der Bochner-Martinelli-Koppelman-Kern:

By = eny S RGBT 1 5y

2
j=1 |C_Z| "

mit 3 = Zj(Cj — z;)d(;. Er ist isotrop von der Ordnung 1 — 2n, d.h. vom Typ 1,
wenn wir die euklidische Metrik zugrunde legen. Da 3 und damit der Zéhler isotrop
von Ordnung 1 sind und fiir die euklidische Metrik R? = | — z|2 gilt, ist die lokale
Darstellung des Bochner-Martinelli-Koppelman-Kerns iiberall

Ey

qu(g’ Z)
e Der Bergmankern B, d.h. der Integralkern der Bergmanprojektion
P: L*(B) — O(B).
Fiir die Kugel B C C” ist er global als zuldssiger Kern vom Typ 0 gegeben

n! 1
R ST

(wie gesehen gilt v((,z) = 1 — (-2 fiir B). Fiir alle f € L?(B) gilt dann

Py(z) = /D FOBG Q).

e Der Poissonkern P und der (Poisson-)Szegi-Kern § fir die Einheitskugel B. Die
zugehorigen Kerne sind zuléssig vom Typ 2 und fiir die Kugel gegeben als

1
P(,2) = Cm
bzw.
) |1 —C_-‘Z|2n

fiir gewisse Konstanten C,C’. Allerdings sind die zugehorigen Poisson- und
(Poisson-)Szegi-Operatoren iiber Randintegrale definiert, wohingegen wir zuldssige
Operatoren iiber ein Volumenintegral erklaren wollen, wie es beim Bergmankern der
Fall war.



2.5 Zulassige und isotrope Operatoren

Wir ordnen jedem zuléssigen oder isotropen Kern auf die folgende Weise einen Operator
zu:

Definition 43. Auf D sei eine Metrik mit zugehorigem punktweisen Skalarprodukt (., .)
fiir Differentialformen gegeben. Es sei A((, 2) eine Produktform auf D x D. Dann definie-
ren wir den zu A((, z) zugehorigen Operator A fiir alle f im Definitionsbereich und fiir
alle z € D durch

Afe) = [ {£0.C) av(o)

D

wobei dV' das zum Skalarprodukt gehorige Volumenelement ist, bzw. in anderer Schreib-
weise

Af(z) = / F(O) A AL 2),

wobei *¢ der Hodge-*-Operator der Metrik beziiglich der (-Variable ist. Die Integration
bezieht sich dabei ebenfalls nur auf die Differentiale beziiglich ¢, und wir verwenden die
Konvention, dafl zunéchst alle dz-Differentiale an das Ende des Ausdrucks zu sortieren
sind, bevor die Produktform {iber ( integriert wird.

Im allgemeinen ist die Definitionsmenge solcher Operatoren gerade die Menge aller Formen
in einem Raum, fiir die das entsprechende Integral existiert. Die Operatoren, die wir
betrachten, werden im allgemeinen auf LP-Réumen oder Teilriumen von diesen (z. B.
C*>(D)) erklirt sein.

Die Bezeichnungen fiir Kerne {ibertragen sich auf offensichliche Weise auf die zuhorigen
Operatoren:

Definition 44. Ein Operator A heifit zuldssig bzw. isotrop, wenn er durch einen zuléssigen
bzw. isotropen Kern A gegeben werden kann. Ebenso heiit A vom Typ A, wenn er einen
Kern vom Typ A besitzt.



3 Regularitiatseigenschaften zuléissiger Operatoren

3.1 Abschitzungen fiir isotrope Kerne und Operatoren

Aufgrund Ihrer einfachen Kernstruktur konnen wir fiir zuléssige Kerne gute Abschétzun-
gen finden und mittels dieser ihr Abbildungsverhalten studieren. Wir folgen dabei in
Teilen der wesentlich umfasserenden Ubersicht in [LiM 02]. Die wichtigste Grundlage ist

Lemma 45 (Youngsches Lemma). Es seien (X, pu) und (Y,v) Mafriume und X(z,y)
eine (1 X v-mefsbare Funktion auf X x'Y mat

o /|fK(x,y)\” du(x) < M°  fir v-fast alle x,
X

o [l dvly) <27 fur pfust ale ,
Y

wobet M > 0 und o > 1 reelle Konstanten sind. Dann ist der zugehdrige Operator

Kﬂz/ﬂ@ﬂ%@@@)

fir alle 1 < p < oo ein beschrinkter Operator zwischen LP(X) und L™(Y') mit Operator-
norm hdochstens M, wobei v gegeben ist durch

1 1 1

-—=—-+-—-1

r o p o
Beweis. Der Satz besteht aus mehreren Anwendungen der Hélderungleichung. Er findet
sich z. B. in Anhang B von [Ran 86].

Bemerkung. Da wir stets Operatoren betrachten, die auf Formen wirken, sind die von
uns betrachteten Integralkerne im allgemeinen keine Funktionen, sondern selbst Produkt-
formen. Da jedoch fiir jeden Integralkern K((, z) gilt, daB

/mﬁws!mmm

D

geniigt es immer, die Voraussetzungen des Youngschen Lemma fiir den Betrag des Kernes
zu {iberpriifen, um die Abbildungseigenschaft fiir den auf Formen wirkenden Operator
zu folgern. Wir sprechen daher im folgenden auch davon, dafl ein Kern den Vorausset-
zungen des Youngschen Lemma gendigt, wenn die Norm des Kerns die entsprechenden
Abschétzungen erfiillt.

Definition 46. Einen Kern, der fiir o = 1 den Voraussetzungen des Youngschen Lemmas
geniigt, nennen wir gleichmdj$ig integrierbar, was ausdriicken soll, dafl der Wert des Inte-
grals beziiglich einer Variablen jeweils in der anderen Variablen gleichméfig beschrankt
ist.



Satz 47. FEs sei E,, ein isotroper Operator von Ordnung m und Typ A = 2n +m > 0.
Dann erfillt sein Kern die Voraussetzung des Youngschen Lemmas fir 1 < o < 233\,
falls 0 < A < 2n, bzw. fiir beliebiges 0 > 1 sonst. Es ist also

E, : LP(D) — L"(D)

ein stetiger Operator fir 1 < p,r < oo mit

wobei é als O zu lesen ist.

Beweis. Es sei E,,((, z) der isotrope Kern von F,,. Dann gilt fiir festes z € D, dafl

[iravio = [| 5
D D

1
< | — = qv

" (Q)

Nach Voraussetzung ist —mo < (2n — \) 253 = 2n, also existiert das Integral und ist

unabhéngig von z durch eine Konstante beschrénkt. Dafl die zweite Voraussetzung erfiillt
ist, ergibt sich aus der ersten wegen der Symmetrie zwischen ¢ und z in isotropen Kernen,
weil wir dem Urbild- und dem Bildraum die gleiche Metrik zugrundelegen.

3.2 Abschitzungen fiir zuldssige Kerne
Bevor wir das analoge Ergebnis zu 47 fiir zuléssige Kerne beweisen, betrachten wir noch

einen Spezialfall, der die Besonderheit bei der Abschitzung anisotroper Kerne demon-
striert.

Satz 48. FEs sei fir z € D

I(2) ::/W%dl(g).

Dann gilt fir das Randverhalten von I(z)

Cﬁ fiirt >0,
I(z) < ¢ Clog(—r) firt=0,
C fiirt <0,3

wobei die Konstante C' nicht von z abhdngt. ,Randverhalten® soll dabei heiffen, daf fir
jeden Randpunkt zy eine Umgebung U(zo) existiert, in welcher I(z) durch die rechte Seite
nach oben abgeschdtzt werden kann.

3Wenn wir ﬁ als zuléssigen Kern auffassen, entspricht die Unterscheidung ¢t > 0, ¢t =0 und ¢t < 0

gerade dem Fall eines Kerns vom Typ A < 0, A =0 oder A > 0.



Das analoge Ergebnis mit ¢ und z in vertauschten Rollen, wobei die Integration tiber z
durchgefiihrt wird, gilt ebenfalls.

Beweis. Zum Beweis verwenden wir ein speziell angepafites reelles Koordinatensystem
(x1,...,22,) In UND:

Definition 49. Wir wahlen

z1(¢) : = —p(C)
z9(C) : = Im v((, 2)

und fiillen dann orthogonal mit weiteren Koordinatenfunktionen Z = (x3,...,z,) auf,
die so gewéhlt seien, dafl im zu Beginn fest gewéhlten Punkt z fir k = 3,. 2n gilt

zr(z) = 0.

Wegen {z; = 0} = U NbD kénnen wir auBlerdem voraussetzen, daf fiir jedes z € U N D
durch (z2(¢),Z(¢)) ein Randkoordinatensystem um den zu z néchstliegenden Randpunkt
z" gegeben ist. Fiir geniigend kleines U konnen wir auflerdem fordern, daf fiir alle { € U

lz(O)] <1
gilt.

Bemerkung. Wir werden ein solches Koordinatensystem (xy,...,2s,) in Zukunft als
zuldssige Koordinaten in U(zy) bezeichnen. Dies ist wohldefiniert, weil

1 ' _

gilt, die Koordinatenfunktionen also linear unabhéngig sind. Auflerdem gilt

z(z) := (—=r(2),0,...,0),
denn v(z, z) = —p(z) ist insbesondere reellwertig.

Bisweilen driicken wir # in Polarkoordinaten aus, dann verwenden wir als einheitliche
Notation

= ||Z]* = va

Beweis (Fortsetzung Satz 48). Es sei ein geeignet kleines U gewéhlt. Dann zerlegen wir
das Integrationsgebiet unabhéngig von z in DN U und D\ U. Dabei ist der Integrand auf
D\ U stetig und das Integral somit durch eine Konstante beschriankt.

Wir kénnen voraussetzen, dal D N U beziiglich zuldssiger Koordinaten im ,,Zylinder*
0= (0,1) x (=1, 1) x B2(0) enthalten ist, wobei B 2(0) = {i : ||z]| < 1}. Aus
Lemma 39 erhalten wir in neuen Koordinaten

o] 2 @1+ |waf + (=) + 12]*



Es gilt nun

d(L’l/\/\dIgn

1
102 | e O

n—3
dzy dzs ds.

/// + T + T + 52]n+1+t ! 2

0

Falls 2n—3 > 2(n+1+t) gilt, so konnen wir den Integranden gegen einen singularititen-
freien Ausdruck kiirzen. Das Integral ist dann also beschrinkt. Andernfalls integrieren
wir zundchst nach z; und x5, die in erster Potenz auftreten, wobei wir die entstehenden
negativen Randterme stets nach oben durch 0 abschétzen und daher weglassen kénnen.

h

N

1

82n—3
< ds.
N/[(_r)_|_82]nl+t

0

Falls n — 1 4+t = 0, erhalten wir stattdessen einen logarithmischen Ausdruck. Fiir diesen
ist die Beschrinktheit wegen des Zihler s**~3 und 2n—3 > 1 leicht einzusehen. Ansonsten
schitzen wir ab

. N
[(=r) + 577

AN

ds

b d
[/—r 4 82

N

O"\H o\JH

Fir ¢ = 0 ist log(y/—r + s) eine Stammfunktion und daraus folgt die behauptete
Abschétzung. Fiir ¢t # 0 gilt

N t[(8+\/_) 21

2
> [( V=) ()]

< C fir t <0,
(—r)~"  fiir ¢t > 0.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Um das Ergebnis bei Integration iiber z zu zeigen, verwenden wir, dafl in der Néhe der
Diagonalen |v(z, ()| ~ |v(¢, )| gilt und benutzen die gleiche Methode wie zuvor.

Das wesentliche Ergebnis iiber zuldssige Kerne ist nun:



Satz 50. Es sei Ay ein zuldssiger Operator vom Typ 2n + 2 > X > 0. Dann ist fir

2n+2
1 <o <3355

/ A 27dle) < M (x)
und
[l arae) < (52

Fir X > 2n+ 2 gilt die Aussage fiir jedes o > 1.

Beweis. Wir zeigen zunichst (x¢), dazu sei z € D fest gewéhlt. Als zulédssiger Kern ist
A(., z) stetig bis zum Rand, das Integral existiert also auf jeden Fall. Wir miissen somit
nur zeigen, dafl es in 2z gleichméflig durch eine Konstante beschréankt ist. Dabei miissen
wir wiederum nur das Verhalten betrachten, wenn z sich dem Rand néhert, denn fiir z
innerhalb jeder relativ kompakten Teilmenge von D ist A(., z) gleichméflig beschrinkt.

Wir betrachten also einen beliebigen Randpunkt 2z, € 0D und eine Umgebung
U = U(zp) N D. Dann zeigen wir:

/ |A(C, 2)]7 dI(() < M gleichmafig fiir z in U.

Die Umgebung U sei klein genug gewéhlt, dal wir die iibliche lokale Darstellung von
A((, z) zur Verfiigung haben, wir also

o (0PIl
A2 = (51)

fiir (¢,z) € U x U schreiben kénnen.

Um die Zahl der Spezialfille zu reduzieren, vereinfachen wir die Struktur des Kerns
zunéchst durch die folgende allgemeine Feststellung:

Lemma 52. Es sei A zuldssig vom Typ A. Dann ist |A| auf U x U (bis auf eine multipli-
kative Konstante) gleichmdfiig nach oben beschrinkt durch einen zulissigen Kern B vom
gleichen Typ, welcher die Form

(D

mit 0 <t <2 oder

|B| = |Enl(=p)" (=) (IT)

hat.



Beweis. Nach Lemma 39 konnen wir in U x U abschatzen

[N

(=p) S vl und  (—p) S P2

Ebenso gilt

A
5

(=r) S vl und (1)
sowie
o] 2 P2

Mit diesen Relationen ,kiirzen* wir nun im Ausdruck |A| zunédchst Potenzen der Rand-
funktion mit Potenzen von |v|, soweit dies moglich ist. Fiir den Spezialfall, dafi v+ ¢ > ¢,
verbleiben Potenzen von (—r) bzw. (—p) und wir schétzen diese soweit es geht gegen
Potenzen von P ab. Sollte sogar v + § > t + 2ty gegolten haben, verbleibt ein Kern der
Form (I7). Ansonsten erhalten wir

_ (=) (=p) Bl
|‘A<<7Z>| - |U|tPt0
= (=) (=p)7 | Bl
~ Pto )
||

_ytoé—t
2

wobei ¥/ + 6 =+ 6 —t,

<
~ Pt()

t—y—0
2

Dieser Kern hat die gewiinschte Form (I) mit ¢’ = 0 und ¢, = ¢, + . Sein Typ ist

folglich
p=2n—2tg+m=2n—2ty— (t —v—10) +m,

was gerade dem Typ A von A entspricht, da ¢t < v+ ¢ insbesondere t —y—9 < 2 impliziert.

Der wesentlich hédufigere Fall ist, dal v 4+ 0 < t. Dann kiirzen wir zunéchst alle Potenzen
von (—r) und (—p) mit |vl:

(=1)" (=)’ En]
o] PS

Nm-

A(C, 2)] =

Falls nun t —y—0 < 2 gilt, hat der Kern bereits die gewiinscht Form. Andernfalls schiatzen
1
wir restliche Potenzen von |v| im Nenner jeweils nach oben durch Pz ab, also

- B
~ ’U|2Pto+tfa7772'




Der so entstehende Kern hat den Typ
p=2n—-2t+(t—a—vy)+m firt—a—vy<?2
bzw.

p=2n+2—-4-2t+t—a—v—-2)+m firt —a—~v>2
=2n+2—-2(t—a—-)— 2ty +m,

und in beiden Fallen gilt somit u = A.

Um Satz 50 zu zeigen, geniigt es jetzt, die Beschréanktheit von Integralen der Form

-

U

| Em|

[o] P

di(¢) (53)

zu zeigen, denn Kerne vom Typ (I7) haben ohnehin keine Singularitét, erfiillen die Be-
hauptung des Satzes also fiir jedes o.

Wir verwenden erneut das zuldssige Koordinatensystem zy, ..., ra, aus Satz 48, wobei
wiederum vorausgesetzt sei, dal U N D im Zylinder U := (0,1) x (—1,1) x BF”_Q)(O)
enthalten ist.

Aus Lemma 39 stehen uns (in neuen Koordinaten ausgedriickt) die Abschétzungen

| 2 @y + |zo| + (—r) + || 7],
Pl 2 o+ a3+ ||z,

Rz
|En| < (27 + 25+ 7))

m
2

zur Verfiigung. Indem wir diese in Gleichung (53) einsetzen erhalten wir

I<</ (o + 23 + [|12]°)7%
~ ) (@t fae| £ (=) |E) 7 (2T + 23 + [ 2]2)7

U

dl(x).

Falls nun % >t + tg, dann gilt

LS [ ead+ (-0 + s vaew)  sc
U
denn der Integrand hat keine Singularitit mehr, ist stetig auf D x D und somit nach oben

durch eine Konstante beschrénkt, so da8 (x,) sicherlich erfiillt ist. Falls fir m zumindest
noch gilt, daf to + ¢ > 5 > 1o ist, so erhalten wir

2 2 ~112\0 (2 —to)
s [ EE
(o1 + [l + (1) + 277

U



Die Differenz im Exponenten kénnen wir aus der Typgleichung

A=2n—t—2t+m

mo__

als & —to = % + % — n bestimmen. Wir kiirzen den isotropen Zéhler mit Potenzen aus
dem Nenner und erhalten

S/ ! ST <G
(@1 + || + (=) + ||7]2) 7 CrH=Y
U

denn nach Voraussetzung ist ¢ < 2 und o(2n + 2 — A) < 2n + 2, die Potenz des Nenners
also kleiner als n + 1 und damit nach Satz 48 das Integral beschrénkt.

Im verbleibenden Fall % <t kiirzen wir wiederum die isotropen Anteile miteinander:

I 5/ -~ : 2. 2. 1+ to—2
(21 + |22] + (=7) + [|2]2)7* (2F + 23 + ||2]|2)7 0= %)
U

dl(x)

und wandeln 7 in Polarkoordinaten um. Weiterhin schétzen wir (—r) > 0 ab:

1 1 1
8277,—3 ; ] ]
S my A1 AT dS.
N///(1’1+f€2+82)“(w%+x§+32)““0—2> 142
0o 0 O

Aus der Typgleichung folgt £y — 5 =n — % — %, also

1 1 1
- dzy dzo d
S a 1 ATx2 as.
N/ / / (21 + @3 + 52)7H(a? + af + s2)5Cn 0 L
0 0 0

Mittels der Beziehung (a + b)* > a* 7 fiir a,b > 0 und 0 < n < k schitzen wir den
Nenner gegen ein Produkt ab:

2\ot 1,.M 20t—2-2
(w1 + 22+ 57)7" 2 al'wls™ n
fod
($% ZL‘% 82)2(271 A=t) > x’i]ngzSa(Qn A—t) 27]27

~

so daf3 gilt

11 1
< L dzxy dzs d
1 axy as.
~ x7171 +n2 x;n T2 go(2n—A+t)—2n+1-2(n14n2)
0 0 0

Dieses Integral ist genau dann beschrénkt, wenn wir n; und 7y wahlen kénnen, so daf3

m+mn <1 und o2n—A+1t)—2n+1—2(m +n2) < L.



Nun gilt insbesondere ¢t < 2 und nach Voraussetzung also o(2n — A +t) < 2n + 2. Wegen
der strengen Ungleichung finden wir ein € > 0, so dal bei Wahl von n; + 1, = 1 — ¢ beide
Ungleichungen erfiillt sind.

In allen drei Fillen erhalten wir die Aussagen fiir die Integration iiber z nach analoger
Konstruktion bzw. aus der entsprechenden Aussage von Satz 48. Damit ist der Beweis
von Satz 50 abgeschlossen.

Im Beweis haben wir den Nenner des Kerns gegen Potenzen von x1, x5 und s abgeschétzt,
deren Exponent jeweils gréfer als —1 war, so dafl das verbleibende Integral beschrinkt
ist. Da x; als Randfunktion beziiglich der Integrationsvariablen definiert war, kénnen wir
auf die gleiche Weise auch Kerne kontrollieren, die nach unserer Definition nicht zuléssig
sind, weil sie bereits selbst eine negative Potenz der Randfunktion enthalten:

Satz 54. Es sei K((,2) ein stetiger Integralkern auf D x D\ A, der in der Nihe von A
die Form

(=) (=p)°| Ewl”
|U|tPto

1XK(¢,2) =

mit v, t,to > 0 und 6 > —1 hat, wobei noch
A=2n+min(2,t —v—0) —2(t —v—0) — 2ty + om > 0.

Dann ist K diber ¢ integrierbar und das Integral ist gleichmdflig in z beschrdankt:

sup / (¢, 2)] di¢) < M

2€D

Die analoge Aussage gilt auch fir Kerne mit 6 > 0, v > —1 bei Integration beziiglich z.

Beweis. Im Beweis geben wir wie bei den Abschitzungen zu Satz 50 vor. Falls ¢
tatsdchlich negativ ist, miissen wir bei den Abschédtzungen im Nenner darauf achten,
daBl die Gesamtpotenz von z; grofler als —1 bleibt. Es zeigt sich aber, dafl dies wegen der
Voraussetzung an A stets moglich ist.

Fiir Kerne mit negativer Potenz von (—r) folgt die Aussage analog, da bei Integration
beziiglich z wiederum (—r) Teil eines zulédssigen Koordinatensystems ist.

Zuletzt zeigen wir, dafl wir fiir diejenige Teilklasse von Kernen, welche wir im Kapitel
iiber Bergmanrdume untersuchen werden, sogar bei Typ 0 gleichméflige Integrierbarkeit
erhalten:

Satz 55. Fs sei A((, z) zulissig vom Typ X = 0, und in den lokalen Darstellungen von
A sei stets tg = 0, also

(=) (=p)’| Ew]
jolf '

(Al =



Falls v > 0 und 0 > 0 gilt, dann ist A beziiglich ¢ absolut integrierbar und das Integral
gleichmdfig beschrinkt in z, d. h. es gibt eine Konstante M > 0 mit

[ 1) < o ()

Falls v > 0 und 6 > 0 ist, dann gilt die gleiche Aussage mit ( und z vertauscht, also

/ Aldi(2) < M. (4%¢)

D

Beweis. Wir miissen wie iiblich nur in Ndhe der Randdiagonalen arbeiten und wéhlen
dort feste Umgebungen U, x U,. Wir beweisen zunéchst (s, ), zeigen also, dafl das Integral

iber Uy
ey o= [P E g

Ue

unabhéngig von z beschréankt ist, wenn v > 0 gilt.

Wir fithren dazu wiederum zuléssige Koordinaten (x1, zo, ) wie im Beweis von 48 ein und
konnen wiederum annehmen, dafl das Integrationsgebiet beziiglich dieser Koordinaten im
Zylinder U := (0,1) x (—1,1) x B*"7?(0) enthalten ist.

Wir setzen ¢ :=t — v — 0 und schitzen den Nenner ab mit Hilfe von
[0 2 (@1 + |wa| + (=r) + R?)17F
2 A R™(@y + |wo| + (=r) + [12]%) 5.

Aus der Typgleichung 2n + min(2,t') — 2t + m = X = 0 ergibt sich dabei wegen n > 2,
daB3 ¢/ > 2 gelten muB, also

t’—%:n—i—l,

und man sieht, da die auftretenden Exponenten nicht negativ sind. Wir kénnen (—p)°
und 29 gegeneinander kiirzen und den FE,,-Term gegen den Faktor R™ abschitzen. So
erhalten wir

= (‘”70/ (@ + Jaal + () + [P

Die Potenz des Nenners ist dabei grofl genug, dafl wir die (2n—2)-dimensionale Integration

iiber 7 ausfithren konnen:
11
Tts dzq dxs.
// $1+\$2’+ )z
0 —1




Da v > 0 ist, konnen wir auch die Integration iiber x5 und z; auf diese Weise durchfiihren
und erhalten

S (=) (=r)"" =]

~Y

<M

fiir ein M > 0. Damit ist (xx,) gezeigt.

Die Abschétzung (s*) beziiglich der z-Variablen ist wiederum vollkommen symmetrisch
moglich. In diesem Fall mufl 6 > 0 gelten, damit beim letzen Integrationsschritt kein
logarithmischer Term auftritt.

3.3 Stetigkeit zulissiger Operatoren

Mit Hilfe der Kernabschétzungen aus dem letzten Abschnitt konnen wir nun die Abbil-
dungseigenschaften zulédssiger Operatoren charakterisieren.

Satz 56. Es sei Ay ein zuldssiger Operator vom Typ A > 0. Dann ist
Ay : LP(D) — L"(D)

ein stetiger Operator fiir 1 < p,r < oo, wenn

15t, wobei é als 0 zu lesen ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dal der Kern A, des Operators den Voraussetzungen des
Youngschen Lemmas 45 mit X =Y = Dund 1 <o < 23_’@3/\ geniigt, also, daf} [A,|”
beziiglich ¢ und z gleichméfig integrierbar ist. Das war gerade die Aussage von Satz 50,

und die Typvoraussetzung an A, ermdoglicht uns, diesen anzuwenden.

Fiir allgemeine Kerne vom Typ 0 kénnen bei der Integration Terme auftreten, die sich wie
der der Logarithmus der Randfunktion verhalten, also auf D unbeschrinkt sind. Indem
wir jedoch im Bildraum eine Gewichtung einfiihren, welche gegeniiber log(—r) dominiert,
erhalten wir zumindest noch:

Satz 57. Fs sei Ay ein zuldssiger Operator vom Typ A > 0. Es sei € > 0, dann ist fiir
gedes 1 < p < o0

Ay LP(D) — LP(D; (=r)7),

ein stetiger Operator, wobei

[P(D: (=) = {f € I?(D) : /<—7~)€yf|pdz < oo},



Beweis. Da

1A iy = [Crrlr A = [ Enia|fa

gilt, geniigt es zu zeigen, daf fiir jedes € > 0 der Kern (—r)%A,\ einen Operator induziert,
der LP stetig nach LP abbildet. Da dieser Kern aber wiederum zuléssig und sein Typ
grofler als A ist — also insbesondere echt grofer als 0 — folgt dies aus Satz 56.

Da im letzen Satz € > 0 beliebig war, konnen wir die analoge Aussage fiir den Durchschnitt
der Zielrdume folgern:

Korollar 58. Es sei Ay ein zuldssiger Operator vom Typ A\ > 0. Dann gilt fiir jedes
1 <p<oo:

- (LD

e>0

AuBlerdem konnen wir zeigen, daf fiir viele Operatoren von echt positivem Typ, der Un-
terschied zwischen LP(D) und (.., LP(D; (—7)°) keine Rolle spielt:

Satz 59. Es sei Ay ein zuldssiger Operator vom Typ X\ > 0, dessen lokale Darstellungen
jeweils eine echt positive Potenz von (—p) enthalten. Dann gilt fiir jedes 1 < p < o0

Ay (E/(D:(—p)) — L'(D)

e>0

falls

Beweis. Da

A3l = / (o s o)

und fiir jedes € > 0 noch (—p)°f € LP gilt, geniigt es zu zeigen, daf es ein € > 0 gibt, so
daB der Kern (—p) 7 A noch einen Operator induziert, welcher L? stetig nach L” abbildet.

Das ist in der Tat der Fall, da fiir geniigend kleines € > 0, der Kern (—p)%fl wieder
zuldssig ist, und sein Typ A sich um beliebig wenig von A unterscheidet, so dafl wir
erreichen konnen, dafl auch % > %— 2 noch erfiillt ist. Die Behauptung folgt dann

2n+2
nach Satz 56.

Fiir spezielle Kerne vom Typ 0 erhalten wir auflerdem:



Satz 60. Es sei A ein zuldssiger Kern vom Typ 0, der lokale Darstellungen

(=1)(=p)°| Ew

jolf

Al =

mit v > 0 und 6 > 0 besitzt. Dann induziert A einen Operator
Ay LP(D) — LP(D).

Beweis. Fiir solche Kerne sind nach Satz 55 die Voraussetzungen des Youngschen Lemma
mit ¢ = 1 erfiillt, daraus ergibt sich die Behauptung.

3.4 Gleichmiflige Regularitat

Um spéter iiber die Randwerte zuldssiger Operatoren sprechen zu kénnen, benttigen wir
eine weitere Eigenschaft zuldssiger und isotroper Kerne, die etwas dariiber aussagt, wie
gleichméfig eine eventuell auftretende Singularitdt von den Parametern abhéngt, bzw.
genauer, wie stark ihr Gewicht auf einen Punkt konzentriert ist. Wir fithren dazu eine
Definition von Hefer [Hef 02] ein:

Eeﬁriition 61. Es sei D CC C™ glatt berandet, und k((, z) sei eine stetige Funktion auf
D x D — A. Dann heift k(, z) gleichmafSig regulir, wenn die folgenden zwei Bedingungen
erfiillt sind:

1) k ist gleichmdfig integrierbar in beiden Variablen, d. h. es gibt eine Konstante M mit

sup / K(C, 2)] di(¢) < M

z€D
und

¢eD

sup /|k:((,z)| dli(z) < M.

2) Fiir jedes 2y € D und ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daf fiir alle z € Bs(z)

[ Al <-

DNB;s(z0)

Unser erstes Ergebnis ist nun analog zu den Sétzen 47 und 48:

Satz 62.

i) Isotrope Kerne vom Typ A > 0 sind gleichmdfig reguldr.

it) Kerne von der Form |A| = mit t < 0 sind gleichmdflig requldr.

|U|n+1+t



iii) Zuldssige Kerne vom Typ A > 0 sind gleichmdflig reguldr.

Beweis. Kriterium 1) entspricht den Voraussetzungen des Youngschen Lemmas mit
o =1, ist also nach Satz 47 bzw. 56 fiir alle drei Félle wegen des positiven Typs erfiillt.
Kriterium 2) beweisen wir jeweils mit dhnlichen Methoden:

Zunéachst sei E,, ein isotroper Kern von Ordnung m und Typ 2n + m > 0. Dann gilt fiir
jedes z € Bs(29), dal Bs(zo) C Bas(2), also

C —z " n—m
[ weaaos [ a0 < e
¢ — 2]
DNB;(20) DNBas(2)
wobei die (unterdriickten) Konstanten unabhéngig von zp und z sind. Da 2n +m > 0
ist, konnen wir erreichen, dafl das Integral beliebig klein wird, indem wir § klein genug
wéhlen, und sehen so, daf§ das Kriterium erfiillt ist.

Fiir Kerne wie in #i) bemerken wir zunéchst, da§ wir Kriterium 2) nur fiir 2z € bD zeigen
miissen, denn andernfalls gibt es immer eine Umgebung von U = Bs(z9) C D, so daB
k(¢, 2) glatt in U x U ist, also insbesondere das betrachtete Integral durch ein konstantes
Vielfaches von 62" abgeschitzt werden kann.

Es sei also zp € bD und U = Bj(z) N D. Wir sind dann fast in der gleichen Situation
wie im Beweis von Satz 56, also verwenden wir das gleiche Koordinatensysten, konnen
die gleiche Kernstruktur annehmen, und es ist hinreichend zu zeigen, daf fiir ¢ < 0 und
geniigend klein gewahltes §

/ di(z)
L; = — < €
(w1 + [ao| + [|2[|?) 1+
DNBs(z0)

gilt. Wiederum konnen wir annehmen, dafi D N Bj(2p) in einem Zylinder Py := (0,") x
(—d',0") x B(g?nﬁ) (0) enthalten ist, wobei §' = ¢ fiir ein festes ¢ > 0. Es folgt

ns [ (<)

oyt faa] + [P

Py,

also mit Z in Polarkoordinaten

s2n—3
5 /// (ml + ) + 32)n+1+t d‘rl de dS,

0 0 O

Im allgemeinen Fall kénnen wir iiber x; und x5 integrieren und verbleiben mit

6/

1
S / glt2t ds

0
< 6/—215




Da t < 0 und ¢’ = ¢ vorausgesetzt war, verhélt sich das Integral also wie eine positive
Potenz von 0. Die Spezialfélle n + 1+t € {1,2} ergeben sich noch einfacher mit einem
dhnlichen Argument wie in Satz 48.

Das Ergebnis #ii) erhalten wir analog zum Beweis von Satz 56. Wir betrachten nur
(«f + 23 + [|2]*) %

ve N |
o8 ] G o+ P 5 TP
6/

di(z),

denn Kerne von der Form (/1) sind ohnehin singularitiitenfrei und damit gilt I5 < §2" fiir
sie. Gleiches ist hier fiir %t > ¢ +t, der Fall. Ansonsten erhalten wir mit 2 in Polarkoor-
dinaten

5§ &
<[]/ s ) e oy dny d
xy dxy ds.
~ (x1 + 2o + s2)H(x? + 23 + s2)to Lo
00 0

Fiir tg +1¢ > 3 > to konnen wir das Integral wie in Satz 56 gegen einen Kern abschétzen,
der in i7) abgehandelt wurde. Die Bedingung A > 0 entspricht dabei gerade dem Kriterium
t < 0. Im verbleibenden Fall % <ty mit t) — 3 = %(271 — A —t) wenden wir zunéchst die
gleichen Abschétzungen wie fiir Satz 56 an und erhalten wie dort (mit o = 1):

1
< dxq dxo ds
1 2
N///l‘7171+n2$;’1+n28t_/\+1_2(771+772)
0 0

mit m; + 72 < Lund ¢t — A+ 1 —2(n; + 72) < 1. Durch Integration erhalten wir

< §m

fiir ein n > 0, was wiederum eine positivem Potenz von § impliziert. In allen drei Féllen
kénnen wir das Integral also durch geeignete Wahl von § beliebig klein machen. Damit
ist die Behauptung gezeigt.

3.5 Weitere Regularitéitssitze

Durch unser Wissen iiber die gleichméfiige Regularitdt gewisser Kerne erhalten wir auch
Regularitédtsaussagen, die sich nicht auf nur LP-Integrierbarkeit beziehen:

Korollar 63. Zulissige und isotrope Operatoren von echt positivem Typ bilden L*>(D)
nach C°(D) ab. Die gleiche Aussage gilt allgemein fiir gleichmdfig requlire Operatoren.

Beweis. Die erste Aussage ist ein Spezialfall der zweiten, und wir fiihren den Beweis
direkt fiir gleichméBig regulidre Operatoren: Es sei A((, z) der Kern des Operators, es sei



f € L>®(D)und z € D. Fiir ¢ > 0 sei § > 0 passend gewiihlt wie in der Definition 61 von
gleichméBiger Regulariét, dann gilt fiir alle z € Bs(z9) N D

AF(2)— Af(20)] < / A, 2) — A 20)IF (O] di(Q)

D

<[ Fll / A(C, 2) — A(C. 20)| i
D

<11l /|A< |dz+/|A<ZO|dz+/|A A(C, =) dI

DﬂB(g DNBg D\B(g

<11l |22+ / A, 2) A 20)] dl

D\Bs

Wenn bei festem 6 nun z — 2z konvergiert, konvergiert das Integral gegen 0, denn A, 2)
ist gleichméBig stetig auf dem Kompaktum D \ Bs x Bs. |A(C, z) — A(zo, ()| wird also
beliebig klein. Da ¢ beliebig war, folgt die Stetigkeit der Bildform

lim Af(z) = Af(z) fiir alle 2 € D.

z—20

Fiir Kerne von kleinerem oder gar negativem Typ ist keine LP-Stetigkeit mehr zu erwarten.
Wir erhalten nur noch

Lemma 64. Sei A ein Integraloperator mit Kern A((,z) vom Typ X > —1. Dann gilt
A: L>*(D) — LYD).

Beweis. Es sei f € L°°(D). Dann gilt zumindest noch (—p)~"f =: f € L'(D) fiir jedes
n < 1. Wir schreiben nun Af als A'f’, wobei A" den Kern (—p)"A((, z) hat. Fiir genug
grofl gewiihltes  hat A’ dann aber einen Typ > 0, so dafl wir A’ : L!'(D) — L'(D) wissen.
Also gilt A’'f' € L'(D), was gleichbedeutend ist mit Af € L'(D).

Durch geschicktere Wahl von 7 in Abhéngigkeit von A kénnen wir auch héhere LP-Réume
erreichen, aber wir werden diese Aussage nicht benétigen.

Wihrend die bisherigen Sétze Voraussetzungen an die Integrierbarkeit des Kernes jeweils
in beiden Variablen stellten, konnen wir Stetigkeit in L* auch durch die schwéchere
Voraussetzung der Integrierbarkeit nur in der Integrationsvariable sichern:

Satz 65. Es sei A ein Integraloperator mit Kern A((, z), so daf gleichmdfig

/|.A(C, 2)| di(¢) < M, fiir fast alle z € D.

Dann ist A ein stetiger Operator

A: L*(D) — L¥(D).



Beweis. Der Beweis ist eine einfache Norm-Abschétzung:

zeD

sup|Af(2)] < sup / A 2 FONIC)

< Ifllesup [ 14 di)
ZEDD

< M| fl]so-

Also ist A beschrankt mit Operatornorm hochstens M.

3.6 Z-Operatoren

An den bisherigen Regularititsergebnissen sicht man, daff isotrope und zuléssige Operato-
ren vom gleichen Typ auch dhnliche Regularitédtseigenschaften haben. Wir fiihren daher
eine gemeinsame Operatorenklasse fiir sie ein. Um technische Probleme zu vermeiden,
setzen wir dabei voraus, daf3 alle Operatoren ganzzahligen Typ haben. Das ist keine we-
sentliche Einschrinkung, und alle in der Arbeit behandelten Operatoren erfiillen diese
Bedingung ohnehin.

Definition 66. Es sei 3 induktiv als kleinste Operatorenalgebra definiert, welche die
zulédssigen und isotropen Operatoren sowie deren Komposita enthélt:

e Es sei Ay zuldssig vom Typ > 1, dann ist Ay € 3.

e Es sei Ej isotrop vom Typ > 1, dann ist E; € 3.

e s seien Z', 7% € 3, dann ist Z' 0 Z2 € 3.
Operatoren in 3 nennen wir Z-Operatoren. Analog zu den Typen zulissiger und isotroper
Operatoren graduieren wir diese:

e Falls ein Z € 3 zulassig vom Typ A, dann ist Z € 3,

e Falls ein Z € 3 isotrop vom Typ [, dann ist Z € 3,

e TFalls ein Z € 3 die Form Z! o Z? mit Z! € 3, und Z? € 3, hat, dann ist Z € 3,4.
Operatoren in 3, heilen Z-Operatoren vom Typ A. Wir verwenden wiederum die gene-

rische Schreibweise A = Z, fiir A € 3,, also um zu symbolisieren, da} A ein Z-Operator
vom Typ A ist.

Da wir im allgemeinen nicht erwarten konnen, dafl abstrakt definierte Integralkerne sich
als vollsténdig explizite Ausdriicke schreiben lassen, werden bei der Beschreibung solcher
Kerne auch Fehlerterme eine Rolle spielen, die nicht selbst zulédssig sind, aber asymptotisch
zuldssiges Verhalten zeigen. Wir formalisieren dies durch



Definition 67. Einen Operator T : L? — L? nennen wir asymptotischen Z-Operator vom
Typ A, falls es fiir jedes & € N einen zuldssigen Operator Ay und endlich viele weitere
Z-Operatoren Bff) mit p > k gibt, so daf} jeweils

T=A\+)» B oRY

gilt, wobei die RU) beliebige beschriankte Operatoren von L? nach L? sind. Fiir asympto-
tische Z-Operatoren schreiben wir wiederum generisch

T =278

Asymptotische Z-Operatoren vom Typ A werden also durch eine Folge von Z-Operatoren
vom Typ A ,approximiert®, womit gemeint ist, daf§ die auftretenden Differenzenterme
sich quasi wie beliebig hohe Z-Operatoren verhalten.

Auf dieser Grundlage kénnen wir den zuvor nur intuitiv benutzten Begriff |, Hauptteil
eines Operators® prézisieren:

Definition 68. Es sei K der Integralkern eines Operators K und A, ein zuléssiger Kern
vom Typ A. Dann sagen wir: A ist Hauptteil von K bzw. fiir die zugehorigen Operatoren
Ay ist Hauptteil von K, falls es einen asymptotischen Z-Operator Z§_ ; gibt, so dafl

K= A+ 28,
ist.
Dafl wir generell Z-Operatoren von hohem Typ als Fehlerterme zulassen, liegt an ihrer
Glattungseigenschaft:

Satz 69. Es sei ZU) eine Folge von Z-Operatoren, die jeweils vom Typ > 1 sind. Dann
gibt es ein N € N, so daf

7Z:=7WozWVDo ozW.[P(D)— C°D) fiir 1 <p < occ.

Beweis. Ein Z-Operator vom Typ > 1 ist entweder ein zuléssiger Operator vom Typ
> 1, ein isotroper Operator vom Typ > 1 oder eine Komposition von solchen. Da wir
ohnehin eine Aussage iiber die Komposition solcher Operatoren machen wollen, geniigt
es, die beiden elementaren Fille ZU) = A, und ZU) = E, zu betrachten.

Fiir beide Operatoren gilt nach Satz 56 bzw. 47, daf} sie LP — L" mit » > p abbilden,

1 1 A
wenn ” > » It

A
2n+2

man nach endlich vielen Schritten einen Raum LP mit :z% < ﬁ, der durch eine weitere
Anwendung eines Z-Operators nach L abgebildet wird.

ZW-Vo oZ':LP(D)— L®(D)

Da % gegeniiber i in jedem Iterationsschritt um fast erniedrigt werden kann, erreicht

Nach Korollar 63 liegt das Bild nach einer weiteren Anwendung eines Z-Operators dann
in C°(D), d.h. insgesamt

gWN) o 7z(N=1) o 5 7(1) . LP(D) — Co<b)v

was zU zeigen war.



4 Tangentiale Regularitit zulidssiger Operatoren

Korollar 63 und die Eigenschaften von Z-Operatoren legen nahe, daf} alle zuléssigen Ope-
ratoren in gewisser Weise glattend wirken, wobei der Typ des Kernes etwas iiber den
Grad der Glattung aussagt. Unser néichstes Ziel ist daher, Aussagen iiber die Ableitungen
zuldssiger Operatoren zu gewinnen. Zunéchst zeigen wir ein wichtiges Lemma iiber das
Verhalten des Typs bei Differentiation des Kernes.

Lemma 70. Es sei Ay ein zuldssiger Kern auf D x D. Es sei X ein Vektorfeld, das in
¢ oder z wirkt, mit Koeffizienten, die glatt bis zum Rand sind. Dann gilt

XAy = Ao,

falls

o X in z wirkt und v =0 oder v > 1 in der lokalen Darstellung (41) ist oder
o X in ¢ wirkt und 6 =0 oder § > 1 in der lokalen Darstellung (41) ist.

Beweis. Generell gilt, dal A glatt ist, wenn ((, z) im Innern des Produktgebietes D x D
liegt. Gleiches gilt also auch fiir XA,. Wir miissen daher nur untersuchen, ob es in
Randnéhe geeignete lokale Darstellungen gibt. Es sei dazu z und ¢ aus U(zp) fiir einen
Randpunkt zy, und es sei A, dargestellt in der Form

A(C, 2) = (=p)°(—r) P lophiplzy B i,
Wenn X auf A, wirkt, erhalten wir eine Summe von Kernen, von denen wir einzeln zeigen,
daB sie jeweils wieder zuldssig sind.

XAy = X((—p)°(=r) P o0 1020 5" B,
= 6(Xp) (=p)" (=) PTG BT E,,
) (

=

~— O N N~ N~

—'I— 7 (X?“ —p)(s(_T.)'Y—lP—tOUtl@tgv*tg?j*t4Em (B
+ tl (XU) (_p>5(_T)"/P*tovhflq—}tgv*tg1—}*t4Em (C
F by (XD) (—p)(—r) P ottty gt (

( 0

&)

+t3 XU*) (—p) (_T)’}’Pftovtlz—]tzv*tgflﬂ*télEm
) (=p)°(

_ _ ts —xts—
—p § _T,)WP tOUtI’UtQU* SU*t4 lEm

= d

ElG

(=p)°(
+ (XE,) (—p)5(—r)VP*tovtlﬂtQU*ti‘@*t“.
Da v, v, v* und v* ebenso wie p und r glatte Funktionen bis zum Rand sind, gilt

XU:E:(), X@:E:o, XU*:E(), X@*:go XTZEQ szgg

Somit sind die Terme (C') bis (F') wiederum zuldssige Kerne, und wenn wir ihren Typ
priifen, stellen wir fest, dafl dieser stets mindestens \ — 2 ist.



Von (A) und (B) ist héchstens ein Term ungleich 0, je nachdem ob X in z oder ¢ wirkt.
Dieser Summand ist zuléssig, wenn die Voraussetzungen des Satzes gelten, denn dann ist
gesichert, dafl die Exponenten von (—p) und (—r) nichtnegativ bleiben.

Im Term (H) wird der isotrope Anteil E,, differenziert. Fiir einen solchen ist bekannt,
daB

XE, =¢&,1 firm>1,

XEy = &y.

Damit ist auch der Term (H) zuldssig, und wir konnen seinen Typ als mindestens A — 1
identifizieren.

Aus der Definition von P folgt, daf3
XP=E&+ &Egp, falls X in z wirkt,
XP =&, + &y, falls X in ¢ wirkt.
Somit ist (G) ebenfalls wieder zuldssig und mindestens vom Typ A — 1.

Damit ist der Beweis des Lemmas vollstandig.

Wir kénnen nun genauer die regularisierende Wirkung von Operatoren von hohem Typ
beschreiben:

Lemma 71. Es sei A >0 und k € N. Es sei A ein zuldssiger Operator vom Typ 2k + )\,

k € N, wobei in den Darstellungen (41) von A der Ezxponent von r ganzzahlig ist. Dann
bildet A den Raum L* nach C*(D) ab.

Beweis. Wir haben gezeigt, da8 alle partiellen Ableitungen eines zuldssigen Kernes A,
mit ganzzahligem Exponent fiir » wiederum zuléssig sind, wobei der Typ um hochstens
zwei geringer ist. In Vektorfeldschreibweise lautet dies

XA, f=Aof

fiir jedes f € L*, wobei X ein Vektorfeld mit glatten Koeffizienten ist, das in z wirkt.
Solange der Typ positiv bleibt, wissen wir, dal A, »f stetig ist. Fiir beliebige glatte
Vektorfelder X%, i =1,...,k, die in 2z wirken, gilt also

Xl...X’“AMzkf(z):/(Xl...X’“AH%AA)f(Q) dl(g):/AAf(() dl(¢),

D D

und damit bildet X' ... X*A, o fiir beliebige X’ den Raum L* nach C°(D) ab, Ay of
ist demnach in C*(D).

Ein etwas besseres Ergebnis erhalten wir, wenn wir einbeziehen, dafi A in der Néhe des
Randes ein anisotropes Verhalten zeigt. Dazu unterteilen wir zunéchst die auftretenden
Vektorfelder in verschiedene Klasse, angelehnt an [LiM 02], Kapitel I, §8.



Definition 72. Es sei zp € bD. Dann gibt es n — 1 Vektorfelder (L;);=1. ,—1 in einer
Umgebung U = U(z), die von der Form

n

0
Li(z):Zaij(z)a—Zj firi=1,...,n—1
7=1

mit glatten Koeffizientenfunktionen a;; sind, so daf§ diese in U N bD den Raum der
holomorph tangentialen Vektorfelder an bD aufspannen. Wenn wir diese um das nicht-

tangentiale Vektorfeld

1 «— 0
L, C=
(Z) |8T|2 jzlrjazj

erganzen, wird durch Lq, ..., L, der gesamte Raum der holomorphen Vektorfelder in der
Umgebung U aufgespannt. Die Koeffizienten a;; kénnen wir dabei so wihlen, daf§ in U

0 firj=1,...,n—1,
Ljr= L
1 fiir j =n.

gilt.

Definition 73. Zu den holomorphen Vektorfeldern definieren wir ebenfalls auf U die
zugehorigen antiholomorphen Vektorfelder als

B n 9
Lj::Z fire=1,...,n—1,

Qi —
) ]82]‘
_ 1 < 0
L, =——= Ti—.
or|’ Z 10z
j_
Wir setzen
1 _ 1 7
N = i(Ln + L,) und Y= i(Ln — Ly),

so dal Yr =0 und Nr =1 gilt, und erhalten mit

(Lla'"7Ln—1a-zla"'7Ln—17}/7N)

eine Basis fiir den Raum aller Vektorfelder in U. Dabei ist N die reelle Normalenrichtung,
Y ist reell tangential auf bD, aber weder holomorph noch antiholomorph tangential.

Der Ausdruck der Tangentialitit eines Vektorfelds ist zunéchst nur in Randpunkten des
Gebiets definiert. Es ist aber zweckméfig, dies auf beliebige glatte Vektorfelder zu iiber-
tragen:

Definition 74. Es sei X ein Vektorfeld auf D. Dann nennen wir X rein tangential, wenn
es eine Umgebung U = U(bD) N D gibt, so dafl Xr|y = 0.



Die Felder L; bis L,,_1, L; bis L,_; und Y sind also rein tangential. In vielen Féllen ist
diese strenge Charakterisierung jedoch nicht notwendig. Wir fithren daher einen weiteren,
schwécheren Begriff ein:

Definition 75. Es sei X ein Vektorfeld auf D. Dann nennen wir X tangential, wenn
Xrlpp = 0. Falls X tangential ist und wir X =), ai£ schreiben konnen, nennen wir X
holomorph tangential. Analog dazu, falls X =), ai% gilt, nennen wir X antiholomorph

tangential.

Bemerkung. Wenn X glatte Koeffizienten hat, ist es gleichbedeutend, ob wir Xr|,p =0
oder Xr = Eyr fordern. Da wir nur glatte Vektorfelder betrachten werden, verwenden wir
im folgenden meist die zweite Charakterisierung.

Da der Rand von D kompakt ist, wird er durch endlich viele Umgebungen iiberdeckt,
in welchen wir jeweils derartige Basen definieren kénnen. Wir wihlen eine solche Uber-
deckung fest fiir alle weiteren Betrachtungen und gewinnen so eine Standardzerlegung
eines beliebigen glatten Vektorfeldes in lokale Darstellungen:

Definition 76. Es sei X ein Vektorfeld mit glatten Koeffizienten auf D. Dann gibt es in
der Néhe jedes Randpunktes eine Zerlegung

X =a(z)N +b(2)Y + "z: c;(2)L; + ”Z d;(2)L;.

Wir bezeichnen den Summand a(z)N als normalen oder nicht-tangentialen Anteil* des
Vektorfelds, die restlichen Summanden als tangentialen Anteil®. Diesen unterteilen wir
weiter in den nur reell tangentialen Anteil b(2)Y und den komplex tangentialen Rest,
welchen wir wiederum zerlegen in den holomorph tangentialen Anteil W := Z;:ll c;(2)L;

und den antiholomorph tangentialen Anteil W' :=3"""!d;(2)L;.

Die analoge Konstruktion und Definition treffen wir fiir Vektorfelder, die in ¢ wirken.

Wir betrachten nun die Wirkung von holomorph bzw. antiholomorph tangentialen Vek-
torfeldern auf zuldssige Kerne:

Satz 77. Es sei A\(C, z) ein zuldssiger Kern. Dann gilt
TA, = A\

fur jedes tangentiale Vektorfeld T und sogar
WA\ = Ay,

falls W ein holomorph oder antiholomorph tangentiales Vektorfeld ist.

4Streng genommen ist dies nicht die richtige Bezeichnung, denn wenn a(z) in allen Randpunkten
verschwindet, ist auch a(z)N nach unserer Terminologie ein tangentiales Vektorfeld.
®Dieser Anteil miifite entsprechend ,rein tangentialer Anteil® heilen.



Beweis. Der einzige Unterschied der ersten Aussage zu Lemma 70 ist, dafl wir keine
Voraussetzungen an die Exponenten von p oder r stellen miissen. Der Beweis ist eine
Kopie des dortigen, wobei die zusétzlich enstehenden Faktoren Egp bzw. Egr, wenn T auf
p bzw. r féllt, dafiir sorgen, dafl die Potenzen von r und p nicht erniedrigt werden und
somit sicherlich alle auftretenden Kerne zuléssig sind.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage wissen wir damit schon, dafl W A, zuldssig ist. Wir
miissen nur noch die Summanden (A) bis (H) auf ihren Typ iiberpriifen. (A) und (B)
sind fir tangentiale Felder hochstens vom Typ A, (G) und (H) sind ohnehin fir jedes
Vektorfeld vom Typ A — 1. Es bleibt zu zeigen, dafi (C') bis (F) den Typ A — 1 haben.
Das ergibt sich aus dem folgenden Lemma:

Lemma 78. W sei ein holomorph oder antiholomorph tangentiales Vektorfeld. Dann gilt
WU:81+807’, W@:81+807’, Wv*:81+80r, W@*:gl—FEOp.

Beweis. Wir beweisen dies fiir ein holomorph tangentiales W, das in z wirkt. Die anderen
Fille ergeben sich dann durch komplexe Konjugation bzw. mit Hilfe der Tatsache, dafl

5(C,2) = vz, C) + & gilt.
Es sei also W =), aia%- mit Wr = Eyr. Dann gilt
Wo =0 und Wo* = €,

denn v ist ein Polynom in z, und bekanntlich gilt v* = v + €5. Eine direkte Rechnung
ergibt nun

Wo* =W (—r =) (G —7) - %Z%(Cj —2)(CGk — Zk))

j ik
| S
= &or+ Y airy(( — %) — 3 > airi(G = 2) (G — )
ij .3,k

= &or + &,
und Wo = & + Egr folgt wiederum mittels v* = v + E3.

4.1 Eine Kommutatorrelation

Die bisherigen Abschétzungen unterscheiden nicht, ob ein zuléssiger Operator A auf L
oder auf einem Raum hohererer Regularitiit wirkt, wie z. B. C*(D) oder sogar C*(D). Un-
ser néchstes Ziel ist es, Ableitungen von A f statt durch Ableitungen des Kernes durch Ab-
leitungen von f auszudriicken. Auf diese Weise konnten wir durch Iteration Abschétzun-
gen in C*(D)- bzw. C*(D)-Norm fiir beliebige Kerne von positivem Typ gewinnen. Wir
suchen dabei zunéchst eine Formel der Form:

XAf =X+ AL, (79)

wobei X ein glattes Vektorfeld ist und A} und A% wiederum zulissige Operatoren sind.
Diese konnen von A, und X abhéngen, unter Umsténden auch von f.

Es ist jedoch leicht einzusehen, dafl diese Aufgabe in solcher Allgemeinheit scheitern wird:



Lemma 80. Es gibt zuldssige Operatoren von beliebig hohem Typ, die selbst glatte Funk-
tionen nicht in Réiume hoherer Regularitit als C°(D) abbilden.

Beweis. Wir betrachten fiir 0 < ¢ < 1 und § > 0 Kerne X((,2) = (—p)°(—r). Offen-
sichtlich sind diese zuldssig, und je nach Wahl von € und 4 ist ein beliebig hoher Typ
moglich, der auch ganzzahlig sein kann. Aber fiir f € C*°(D) ist

/ K¢, 2)f(Q) di(C) = C(—rY, (81)

also bis zum Rand stetig, aber dort nicht differenzierbar.

Bemerkung. Wie man dem Gegenbeispiel ebenfalls ansieht, ist es die Ableitung in nicht-
tangentialer Richtung, die dort nicht existiert bzw. nicht bis zum Rand stetig ist. Tan-
gentiale Vektorfelder konnen wir dagegen beliebig viele auf die rechte Seite von (81)
anwenden, ohne die Klasse C°(D) zu verlassen. In der Tat wird es ein Ergebnis sein, daf
fiir tangentiale Ableitungen tatséchlich stets eine zu (79) dhnliche Kommutatorrelation
besteht.

Bevor wir uns aber diesem Problem widmen, zeigen wir jedoch exemplarisch, dal auch
fiir Kerne von niedrigem Typ allgemeine C*(D)-Abschitzungen sehr wohl méglich sind,
wenn wir uns auf eine einfache Unterklasse von zulédssigen Kernen beschrianken. Wir folgen
dabei etwas vereinfacht Lemma VII 7.19 von Range in [Ran 86]:

Lemma 82. Es sei A)\((, z) ein zuldssiger Kern vom Typ X\ > 0 mit der Struktur

‘A/\(Cv Z) = %

vl

wobei j > 2. Dann bildet der zugehérige Operator fiir alle k € NU{oo} den Raum C*(D)
nach C*(D) ab.

Beweis. Der Beweis beruht darauf, dafl wir A, als tangentiale Ableitung eines Kernes
von hoherem Typ schreiben kénnen: Es ist ndmlich fir Y := ) p;a% — pia%,-

Y

.A)\(C,Z) = vj—l(f/v) Uj_l(}}v> Uj—l(ffv)2

.] J—

und da Yv in der Nihe des Randes keine Nullstelle hat, kénnen wir dies schreiben als

! "
- Y‘AA+2 + A2

6In gewisser Weise ist dies der Preis, den wir dafiir zahlen, nicht ganzzahlige Potenzen der Rand-
funktion in zuldssigen Kernen zuzulassen. Dadurch sind unsere zuldssigen Kerne selbst nicht mehr von
der Klasse C*°(D x D \ A), sondern nur C°(D x D\ A) N C°(D x D). Fiir Kerne von hohem Typ mit
ganzzahligen Exponenten von (—r) und (—p) steht uns dagegen immer Lemma 71 zur Verfiigung, und
eine Situation wie im Gegenbeispiel ist nicht méglich.



E
denn =2 = Eo, ete.
Yov

Damit gilt aber

O— T—

Arf(2) Ax(C,2) £(Q) di(C)

<?%Hmwﬁxmmmﬁ/ﬂwmaf@ﬂ@)

Da Y tangential ist, kénnen wir partiell integrieren und erhalten
=~ [ Balc. ) THOUQ) + [ 102G 2 a0)
D D

= _A/,\+2 Y/f + A//\,+2f'

Nach Lemma 70 konnen wir nun ein beliebiges Vektorfeld X auf A, f anwenden und
erhalten durch Differenzieren der Kerne auf der rechten Seite

XAyf =AY f+ AL

Dies ist stetig, falls Y f € C°(D) und f € C°(D), also insbesondere fiir f € C'(D).

Damit bildet Ay zumindest C*(D) nach C*(D) ab. Beim Differenzieren der entstehenden
Kerne wird der Typ nur wieder erniedrigt, wenn die Differentiation auf v im Nenner fillt,
wodurch dessen Exponent wieder auf j erhoht wird. Damit ist gesichert, dal auch die ab-
geleiteten Kerne wiederum der Voraussetzung j > 2 geniigen, so dafl wir die Konstruktion
iterieren konnen. Auf diese Weise erhalten wir das Ergebnis fiir beliebige C*(D).

Bemerkung. Wesentlich beim Beweis des Satzes ist, dafl die Nenner der auftretenden
Kerne nur Potenzen eines einzigen anisotropen Faktors, hier v, besitzt. Die Kerne besitzen
daher keine , gemischte Singularitit“ wie sie bei einem Produkt der Form v/#* im Nen-
ner auftreten wiirde. Mit Weiterentwicklungen der hier gezeigten Methode haben Lieb
und Michel in [LiM 02] eine umfangreiche Theorie fiir wesentlich komplexere Kerne mit
Ergebnissen analog zu Lemma 82 entwickelt. Die dort behandelten Kerne diirfen jedoch
ebenfalls keine gemischten Singularitéten besitzen.

4.2 Tangentiale Regularitéit

Aus den bisherigen Betrachtungen lassen sich zwei Schliisse ziehen: Um C*(D)-
Abschétzungen fiir Kerne von niedrigem Typ zu zeigen, mufl es uns gelingen, die Dif-
ferentiation vom Kern des Operators auf sein Argument zu iibertragen. Das kann z. B.
durch eine Form partieller Integration gelingen. Fiir nicht-tangentiale Vektorfelder ha-
ben wir dabei aufgrund von Lemma 80 im allgemeinen keine Aussicht auf Erfolg. Unser
Ziel ist daher das folgende Ergebnis, das wir spéter in diesem Abschnitt als Theorem 87
formulieren und beweisen werden:



Theorem. Es sei A, ein zuléssiger Operator vom Typ A > 0 und T ein tangentiales
Vektorfeld. Dann gilt fiir f € C(D)

TANf = ATf+Y AV XOf + Ayf.

Dabei sind Ag\i) und A, wiederum zulissige Operatoren und X® glatte Vektorfelder, die
jedoch nicht notwendig tangential sein miissen.

Bis wir dieses Resultat zeigen kénnen, bendtigen wir zahlreiche explizite Rechnungen mit
den Darstellungen zuldssiger Kerne. Wie iiblich kénnen wir dabei mittels einer Partition
der Eins stets zu einer Funktion f mit Tréger in einer beliebig kleinen Teilmenge von
D iibergehen. Fiir Funktionen, deren Triger dabei kompakt in D ist, ist beliebig gute
Regularitéit gegeniiber tangentialen Ableitungen leicht zu zeigen:

Satz 83. Es sei Ay ein zuldssiger Operator, f € L*(D) mit suppf CC D und
fiir ein beliebiges k € N seien tangentiale Vektorfelder Ty, ..., Ty, gegeben. Dann ist

T, ... TR Arf € C°(D).

Beweis. Da ¢ < —p < ' mit Konstanten ¢, C' > 0 auf suppf, ist f = f(—p)~N fiir alle
N € N wiederum in L*>°(D). Wir wéhlen N grofl genug, daf A= (—p)N A, Typ grofer
als 2k hat. Es ist natiirlich A, f = A f und die Behauptung gilt, weil 7} .. . TxA nach Satz
77 noch vom Typ > 0 ist, also L>(D) nach C°(D) abbildet.

Bemerkung. Analog zeigt man, daB sogar Ayf € CK(D) fiir beliebiges k, falls
suppf CC D und A, keine oder nur eine ganzzahlige Potenz von r enthélt. Wir benotigen
diese Aussage jedoch im weiteren nicht.

Nachdem dieser Fall geklart ist, werden wir den Rest dieses Abschnittes durchgehend nur
in einer Umgebung U eines fest gewahlten Randpunktes zy arbeiten. Diese Umgebung
sei so klein gewahlt, dal wir fiir A, eine lokale Darstellung wie (41) haben und alle
Vektorfelder nach Definition 76 in eine Linearkombination der Basisfelder aus Definition
72 zerlegt werden kénnen.

Als Konvention sei X stets ein beliebiges glattes Vektorfeld, das in z wirkt, X das gleiche
Vektorfeld fiir die Variable ¢. Vektorfelder T und 7T seien entsprechend bezeichnete tan-
gentiale Vektorfelder (d.h. Tr = Eqr, Tp = Eop) und W bzw. W holomorph tangentiale
Vektorfelder.

Wir beginnen mit einem technischen Lemma iiber die simultane Anwendung eines Vek-
torfeldes in beiden Variablen:

Lemma 84.

i) (X +X)E, =&,

i) (T +T)v =& + Eup,
(T + T)'U = 81 + 807“,



iii) (X + X)(F + F*) = &,,
w) (T+T)(v+7)=E+ Ep+ Eor,

’U) (X—I—X)P = 82 + 80p—|—807".

Aussage ii) gilt auch fiir v, v* und v*, Aussage iii) auch fir (F + F*).
Beweis.

i) folgt aus einer Taylor-Entwicklung von £, und der Tatsache, dafl a%17 = —%77.

ii) folgt aus i), denn nach Definition gilt v = —p + €, und nach Voraussetzung ist
Tp = Eyp. Das gleiche Argument funktioniert fiir v, v* und v*. Fiir die zweite Aus-
sage verwenden wir, dafl p = r + &; gilt in U.

iii) Wir entnehmen der Definition, da8 F' =", pin;i + & und F* = — > rim; + €, also
Damit folgt die Behauptung nach Teil i).
iv) folgt aus iii), denn v = —p + F und 0 = v* + €3 = —1 + F* + &s.
v) folgt analog, denn P = &, + 2rp.
Die folgenden zwei Sitze demonstrieren, was passiert, wenn bei einem zuléssigen Kern

Exponenten verschoben bzw. in Z#hler und Nenner simultan erhoht bzw. erniedrigt wer-
den.

(=1)"(=p)’ En
Ptovj@kv*i@*l

Satz 85. Fs sei Ay = zuldssig. Dann gilt

(1) (=) B _ (<1)(=p)" B,

Z) PtOUj@ka*H‘l@*l o Ptovj-f—l@k;v*i@*l + 'A)‘+17
(=) (=p)" ' B _ (=) (=p)"" En,
) P — == P o + .A)\+1 .
PtOUjUkU*ZU*ZJrl PtOUJUkJ"l’U*ZU*l

Beweis. Der Beweis beruht wiederum auf der Beziehung v = v* 4+ £3. Wir priifen

(=) (=p)°Em  (=r)(=p)°Env (=) (=p)°En(v*+E&3)  (=r)"(=p)°En,

A : = . . = A . = , — + A
Ptogigky*itip*l Ptogit+lpkqy*itlg*l Ptogit+lgkexitlp=l Ptoyi+lgky*igHl A+1,

und die zweite Gleichung geht aus der ersten durch komplexe Konjugation hervor.

(=1)"(=p)Enm
];)_M)Uj@kv*i,g*l
zulissige Operatoren Axy1 und Axyo, so daf fir alle f € CY(D)

. Dann gibt es

Satz 86. FEs sei Ay ein zuldssiger Operator mit Kern A =



) Enfdl _ —j—i [ (=r)(=p)""Enfdi _
g / Pt%ﬂv vrigrl 41 / Dlogitighyrigd T A1 f + Axi20f,
—p)°Enfdl  —k—1 [ (=r)"(=p)°E, fdl
i) / Ptovﬂv veigrl g4 1 / Ptoyigh+1yipe + Anprf + Ax20f.

gilt. Die analogen Aussagen, bei denen die Ezponenten von v* bzw. v* erhoht werden,
gelten ebenfalls.

Beweis. Der Beweis besteht aus partieller Integration, wobei wir sorgféltig alle auftre-
tenden Terme klassifizieren miissen. Zunéchst sei E;, durch die Relation

E' 0o ANOv A B = E,dl

gegeben. E/ ist wiederum vom Typ &,,, da 09 Adv in der Nihe der Randdiagonalen keine
Nullstellen hat.

Wir setzen dies ein und erhalten fiir f € C1(D):

6Emfﬁn
A f / Ptovjvkv*zv*l
:/(—7’) (=p)°E! fOu Aov A B!

Ptoyigkey*ig*!

Wir ersetzen v durch —0p, wobei wegen (v +p) = €; ein Fehlerterm entsteht, der um 1
hoheren Typ hat als Ay selbst. Aus Gradgriinden kénnen wir im Zéhler des Bruchs auch
dp statt dp schreiben und erhalten

.y (=r) (=p)° B f5 A dp A 5"

Ptovj@kv*i@*l

+ Axpof

Nun integrieren wir partiell. Da § + 1 > 0 ist, bewirkt der Faktor (—p)°*!, daB kein
Randintegral auftritt:

= /<—r>v(—p>5+1E;1f8@A5vAﬁ”—l Lk /(—T)V(—p)“lEglfa@/\éz‘; N

Y 11 Ptogi+1lgkyip*l 5+ 1 Ptoyi gk+1Ly*igH
—1 (—T)V(—p)‘SHE?’nf&?/\év* A Bt —1 (—T)V(—p)‘S*lE;nfaT)/\g??* A Bt
+ 5+1 / Ptoyigky*it1g+l + S+1 / Ptogigky*igsi+1
—to [ (=r)(=p)*T E,, fOUNOP A 5" 1 (=) (=p)* L fOUNDE! A B
+ J+1 / Ptot+1yigky*ig*! * J+1 / Ptoyigky*ip*!
1 —r)Y(—p)* T EL, 00NOf A B!
+ 5 + 1 / ( ) ( plltovjvkv*iv*l f ﬁ + A>\+1f'

Viele dieser Terme sind offensichtlich von hoherem Typ, und wir kénnen sie mit dem
Fehlerterm A, f zusammenfassen. Zudem verwenden wir, dal dv* = dv+ €, und setzen,
wo moglich, wieder E,, statt E! ein. Ubrig bleiben drei Integrale

_ = /(—r)”(—p)‘S*lEmfdl — /(—T)”(—p)‘s“Emfdl

0+ Ptoyit+lgky*ig* S+1 Plo gl phpr i el
—ty [ (=r)(=p)"" B}, fOv NOP A 5"} )
"3 +1 / Plo+1yighyigH + Axp f + Ax20f.



Der dritte Kern ist allerdings ebenfalls vom Typ A+ 1, denn 0P = OR> 4 rdp = &, + Eor.
Auf das zweite Integral wenden wir Satz 85 an und erhalten

- /(—r)%—p)é“Emfcu+ i /(—T)”(—p)‘s“Emfdl

T o+1 Ptoyi+1gkyigHl 5+ 1 Phoyirighgeigel T oS+ Avidf

Indem wir beide Terme zusammenfassen, folgt die Behauptung ). Die zweite Aussage
folgt wiederum durch komplexe Konjugation aus der ersten. Die Aussagen fiir v* und o*
ergeben sich aus 7) bzw. ii) durch Anwendung von Satz 85.

Bemerkung. Genaugenommen ist derjenige Kern, der auf die Ableitung von f wirkt,
nicht immer vom Typ A+ 2. Vielmehr hat er die Form (—p)A,, und falls die Singularitit
von Ay zu gering war, kann dies nach Definition 42 nur vom Typ A+ 1 sein, ndmlich falls
t—0—1—~ <2 gilt. Wir schreiben dennoch Ay,5, denn zum einen haben fiir Kerne im
C"™ mit n > 2 alle spéter explizit auftretenden Kerne eine ausreichend starke Singularitét
im Nenner, und zum anderen interessieren wir uns nur fiir die Ableitungen des Kerns, und
(—p)A, verhilt sich unter Differentiation gerade so als habe er Typ A+ 2: Es ist ndmlich

wie man sieht, wenn man den ausdifferenzierten Kern mittels Definition 42 untersucht.

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir nun das zentrale Theorem beweisen.

Theorem 87. Es ser Ay ein zulissiger Operator vom Typ A > 0 und T' ein tangentiales
Vektorfeld. Dann gilt fiir f € C*(D)

TAf = ATf+Y AV XOf + Ayf.

Dabei sind Ag\i) und Ay wiederum zuldssige Operatoren und X @ glatte Vektorfelder, die
jedoch nicht notwendig tangential sein miissen.

Beweis. Wir betrachten zunichst die Wirkung von (T + T') auf den Kern A, :

(=1)(=p)°Em _

(T+T) Ptovj@kv*i@*l
R En(TT)p  (=p) (1) En(T+T)r
Ployipky*ip*! i Ptoyigky*ip*l
(=) ) (T+T) By (1) (=p) En(T+T)P
+ Ptoyi gky*ig*! 0 Ptoyi gky*igi+1
(=) (=) En(T+ T (=1)(=p)° En(T+T)0
B PtOUj+1@kU*i@*l N Ptovj@k+lv*i,l—)*l

() (=p) BT+ T (=) (=p)° BT+ T
Ptoyi phy*it1g+l o Ptoyi phy*ig+l




Die ersten vier Terme sind aufgrund von Lemma 84 und der Beziehungen (T—i—T) p=Epp
und (T+T)r = Eyr jeweils zuldssig vom Typ A. In den anderen Termen verwenden wir
zunéchst, dafl v = —p+ F + &, ist, also (T4+1)v = Ey+ Egp+ (T+T) F sowie die analogen
Aussagen fiir v, v* und v* gelten:

(PP ELTHTIE (=) () BT+ T)F
- Ptogi+1gky*ig* - Ptoyi pht1y*igH
(D PV En(THT)F (=) (—p) B (T4 T
- Ptoi ghy*i+1p*l - Ptoyipkp*ips+1

+ A,

In den Nennern kénnen wir nun F* durch F und F durch F* ersetzen, wenn wir benutzen
daBl F* = F'4+p—r+E3, alle Fehlerterme also wiederum mindestens vom Typ A sind. Nun
verwenden wir Satz 85, wobei wir die Ausdriicke E,,(T+T)F und E,,(T+T)F* als iso-
trope Anteile der Ordnung F,,.; behandeln und die auftretenden Fehlerterme wiederum
mindestens vom Typ A sind:

(=) (=p)° En(T+T)F (=) (=p)° B (T +T) F*
Ptoyi+1lgkexig*l Ptoyigky*igxl+l
Wir nennen die ersten beiden Summanden fiir den Moment B; und B, und betrachten

die Wirkung der zugehorigen Operatoren B; und B, auf eine Form f:

PP T g [N En T T

PtOUj+1?_JkU*i1_)*l PtOUj’l_Jk’U*i’(_J*l+l

+ A

+ (k-1

= (- 1)

Buf+ Baf ==+ [ fd.

Die Integralkerne sind dabei nur vom Typ A — 1. Wir wenden nun Satz 86 an, wobei wir
Terme, die aus Ableitungen von f bestehen, mit df abkiirzen.

G+Dk+0) [ (=p) (=) Bu(T+T)F
0+1 Pto,Uj-l-l@k,U*i@*l—i-l
(kDG +9) [ (=p)*(=r) En(T+T)F"

5 -+ 1 / Ptovj—l—l@k?]*i@*l—i-l fdl + A/)\f + A/)\+1df

LGN EED [ (=p) (=) En(T+T)(F+F7)

B 0+1 Ptoyi+1gky*igHl+1

= Ai\f + A,>\+1df

nach Lemma 84 ii).

fdl

fdl+ A\ f + A\, df

Insgesamt haben wir also

/ (T+T)Avfdl = A\ f + A\ df.
D

gezeigt. Indem wir das Feld T aus dem Integral ziehen und beziiglich T partiell integrieren,
erhalten wir

T / Ay fdl = / AT fdl + AL f + Al df.
D

Dies ist in unserer abgekiirzten Notation gerade die Aussage des Theorems.



5 Ein Integralkern fiir den Neumannoperator

5.1 Berechnung aus dem kanonischen Lésungsoperator fiir 0

Wir kehren nun zu unserer urspriinglichen Fragestellung zuriick: Integraloperatoren und
-kerne zur Behandlung des d-Neumannproblems zu finden. In [LiM 02] fiihren Lieb und
Michel eine Methode vor, einen expliziten Kern fiir den Neumannoperator zu berechnen
bzw. seinen Hauptteil zu identifizieren und eine asymptotische Entwicklung zu gewinnen.
Eine Voraussetzung dafiir ist, daf§ der Integralkern X((, z) des kanonischen Lésungsope-
rators K = 0*N zumindest annihernd bekannt ist.

Satz 88. Es sei K(C,2) der Integralkern des kanonischen Lisungsoperators K = O'N und
T :L? — L?* ein stetiger Operator, dessen Integralkern T(C, z) die Eigenschaften

i) *¢T(,2)ep =0 und  *:0:T(. ,z)‘bD =0 fiir jedes feste z € D

hat. Dabei ist T* der Kern des adjungierten Operatoren zu T, also gegeben durch
Tr 4(C2) = (=1)PTT, 4(2, (), wenn Ty, 4 den Anteil von T vom Grad (p, q) in z beschreibt.
Analog sei K* der Kern von K*.

Dann stimmt T mit dem Neumannoperator N tberein, T ist also dessen Kern.

Beweisskizze:
Wir miissen priifen, da mit 3?4 =kerO C L2 und f € L,

aTf = f falls f LK
0 falls feXH

bzw. gleichbedeutend

:f_Pf7

wobei P die Projektion der (p,0)-Formen auf ihre holomorphen Anteile ist. In unserer
Situation ist ndmlich HP? = {0} fiir ¢ > 1 und HP® = ker 0.

Da sowohl N als auch T' stetige Operatoren sind, geniigt es, die Identitdt auf einer dichten
Teilmenge von L? zu zeigen. Ublicherweise wihlt man hierzu dom O.

Aus den Bedingungen 4) und i) erhalten wir fiir f € dom d N dom 9%, da8

) Kf=(£%) = (f,07) = (0".T) = T",
it) K'f = (£,%) = (f,0,T) = (0f,T) = Tdf.




Die Homotopieformel fiir den kanonischen Losungsoperator K lafit sich fiir f € dom O
schreiben als

K'0'f+Kof = f - P,
also unter Benutzung von i) und i7)

& ToO f+To0f = f — P,
& TOf = f —Pf

und durch Bilden des Adjungierten
Nach Eigenschaft éii) ist T selbstadjungiert. Da O und P dies ebenfalls sind, gilt auch

OTf = f — PYf.

Die Behauptung ist also fiir Formen in dom O gezeigt und damit fiir ganz L2

Allerdings ist im allgemeinen weder ein expliziter Kern K((,z) fiir den kanonischen
Losungsoperator K der Cauchy-Riemann-Gleichungen bekannt, noch ist zu erwarten, daf
sich bei bekanntem X das System der Bedingungen i) bis iv) explizit nach T auflosen
lieBe. Es gibt jedoch in einigen Situation explizite Ausdriicke zumindest fiir den Hauptteil
von K in einer asymptotischen Entwicklung [LiR 83|, [ABO 98]. Mit Hilfe der Theorie
zulédssiger Kerne ist dann eine systematische Behandlung der auftretenden Fehlerterme
moglich, so dafl man zu einem hinreichenden Kriterium kommt:

Satz 89. Es sei T : L> — L% ein stetiger Operator, dessen Integralkern ‘j'(C,z) die
FEigenschaften

i) 0T 2) =K () + 2
W) OT(C,2) = KHC, 2) + 28,
(¢

und  *¢ (94‘5'(. ,z)‘bD =0 fiir jedes feste z € D

hat, wobei K((, z) der Integralkern des kanonischen Lisungsoperators K ist und die 27~
Terme asymptotische Z-Operatoren nach Definition 67 induzieren. Dann ist T der Haupt-
teil des Integralkerns des Neumannoperators IN.

Zu erwihnen ist dabei, dafl wir also K((, z) gar nicht selbst zu kennen brauchen. Es reicht,
einen Kern X((, z) zur Verfiigung zu haben, der im Sinne von

K(¢,2) = K(¢, 2) + 23,
K*(¢, 2) = K*(C, z) + 28

eine Approximation von X((, z) angibt.



5.2 Berechnung aus einer Homotopieformel fiir 0

Einen &hnlichen Weg kann man gehen, wenn zwar ein Losungsoperator fiir 0 mit Homo-
topierelation gegeben ist, aber a priori keine Informationen iiber dessen Beziehung zum
kanonischen Operator K bekannt sind.

Bereits 1987 haben Lieb/Range dieses Verfahren in einem streng pseudokonvexen Gebiet
mit glattem Rand fiir die Situation einer Levimetrik angewendet [LiR 87], analog hat
Michel in [Mic 92| Kerne fiir streng pseudokonkave Gebiete gefunden. In beiden Féllen
zeigt sich, dafl die auftretenden expliziten Kerne zuldssig bzw. isotrop sind, und es ist
moglich, den Hauptteil des Operators mit asymptotischen Z-Operatoren hoherer Ordnung
als Fehlerterme zu identizieren.

Theorem 90. Es seien 5~<(C, z) und N(C, z) die Kerne zuldssiger Operatoren K vom Typ
1 bzw. N vom Typ 2, und es gelte fiir alle f € dom 0 N dom O*

i) [ = (01,K) + (0f, Ra) + (0°f. %) + (0" [, Ro) + Z1 ]
i) ON =K + Ry,
iii) N = K* + R,

wobei die Ry fiir verschiedene Zo-Kerne stehen, die noch O:R = Z, erfiillen.

Dann ist K der Hauptteil des kanonischen Lésungsoperators K und N der Hauptteil des
Neumannoperators N, d. h. es gibt asymptotisch zuldssige Operatoren Z$ und Z5, so dafs

N =N+ 78 und K=K+ 7§

gilt.

Im dritten Teil dieser Arbeit werden wir uns als konkrete geometrische Situation eine
Metrik auf einem streng pseudokonvexen Gebiet vorgeben und zeigen, wie wir die im
Theorem vorausgesetzte Situation herstellen konnen. Wir werden dafiir nur die Randwer-
te der beteiligten Kerne benotigen, was die Losung des Gleichungssystems i) und iii)
deutlich vereinfacht. Auf diese Weise erhalten wir ebenfalls explizite Ausdriicke fiir die
Hauptteile des Neumannoperators und des kanonischen Lésungsoperators fiir 0.



6 Tangentiale Randwerte

6.1 Randwerte von Funktionen und Formen

Neben dem streng pseudokonvexen Gebiet D C C™ konnen wir auch seinen Rand bD als
reelle bzw. Cauchy-Riemann-Mannigfaltigkeit studieren. Wir méchten dabei tangentiale
Formen auf bD betrachten, welche wir als Randwerte von Formen in D gewinnen und
fassen zunéchst einige Definitionen und Ergebnisse ohne Beweis zusammen:

Definition 91. Es sei mit
L:bD — D

die Inklusionsabbildung bezeichnet, dann konnen wir zunéchst jede stetige Form
f e (D) von D nach bD zuriickziehen und erhalten so auf wohldefinierte Weise ihren
tangentialen Randanteil oder kurz Tangentialanteil

f‘t = L*f.
Statt f|; schreiben wir auch f;, wenn keine Verwechselung zu befiirchten ist.

Bemerkung. Offensichtlich gilt f|, € C;)]’q(bD), und da dp|; = 0 ist, ist f; genau derjenige
Anteil von f, der nur auf die Vektorfelder in tangentialer Richtung wirkt, jedoch das
orthogonal zu ihnen stehenden Normalenfeld annulliert.

Lemma 92. Fir (0,q)-Formen konnen wir die Form f; auch bestimmen durch

_ Op
|0p|?

f(€) 2 OpA Q) fir G ebD,

wobei 1 das innere Produkt zwischen zwei Formen bezeichnet, also n g definiert ist durch

(nag, f) =g 1N f).

fiir jedes f.
Wenn wir eine lokale Orthonormalbasis €1, €z, . .., €, fir die (0,1)-Formen in der Nihe
eines Randpunktes wdhlen, wobei wir ey = 0Jp/ !8[)‘ fixieren und f in Multiindex-

Schreibweise beziiglich dieses Systems darstellen als

FO) =) Qe

|Il=q

dann ist der Tangentialanteil durch das Fehlen von e, gekennzeichnet, d.h.

£ =" Qe

II|=q
1¢1



Mit einer Definition von Hefer aus [Hef 02] kénnen wir fiir eine wesentlich grofiere Klasse
von Funktionen bzw. Formen Randwerte bilden, wobei die {iblichen Fiélle von Randwerten
stetiger Funktionen und Spuren von Sobolev-Funktionen eingeschlossen sind. Die Defini-
tion selbst ist dabei fiir p-Stréme im R? formuliert, iibertréigt sich aber durch die iiblichen
Identifikationen auf Formen im C™:

Definition 93 (Hefer). Es sei u € D), (D) ein Strom. Es sei ¢ € C}_ (D) und (hy)o<y<n,
eine Funktionenfamilie mit den Eigenschaften”

e 0<h, <1,

° hnzlaufD_gn,

° hnEOaufﬁ—Dn,

o [|hyllcrm) < % wobei C' nicht von 1 abhéngt,
e dh, = g,dr, wobei die g, € C°(D) mit supp g, C D, — Do, sind, und
[

gnllco@) < %l wobei C” nicht von 7 abhiingt.

Wenn dann

ule] := lim ulhye]
fir jedes ¢ und (h,)) existiert, und der Ausdruck wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig von der
Wahl von (h,), dann ist u ein lineares Funktional auf C, (D). Es mégen nun fiir jedes
¢ € C (D) und jedes ¢ € C*°(D) die Ausdriicke u[p] und du[@] existieren wie oben
beschrieben. Dann setzen wir fiir jedes ¢ € C7°,, (bD) mit beliebiger glatter Fortsetzung
¢ nach D

uplip] := dulp] + (=1)"u[dg]

und nennen u,, die Distributionsrandwerte von u, falls das so gegebene lineare Funktional
uy, stetig ist, also u, € D7 (bD) gilt.

Bemerkung. Diese Definition ist selbstverstdndlich zu technisch, um sie im Einzelfall
zur Priifung zu verwenden, ob eine gegebene Form Randwerte besitzt. Hefer gibt deshalb
noch einige Kriterien, um Klassen von Strémen zu identifizieren, welche stets Randwerte
besitzen. Fiir uns sind dabei nur die einfachsten Fille interessant, welche wir nun im
Komplexen angeben:

Lemma 94.

e Essei f € C°D), dann hat f Randwerte im Distributionensinn, und diese stimmen
mit den bekannten Randwerten stetiger Funktionen tiberein. Insbesondere ist also

fv € CO(bD).

"Solche Familien gibt es fiir jedes beschriinkte Gebiet mit glattem Rand, wie Hefer in [Hef 02] zeigt.



o Fs sei f € W*P(D) mit s > % > 0, und s —% sei nicht ganzzahlig. Dann hat
f Distributionsrandwerte und diese Stimmen mat tr f, der Sobolev-Spur von f,

iiberein. Insbesondere ist fi, € Ws_%’p(bD).

Ein zentraler Grund, warum Distributionsrandwerte wichtig fiir unsere Betrachtungen
sind, ist das Weiterbestehen eines Satzes von Stokes in dieser Situation:

Satz 95. Es sei f eine (d — 1)-Form im R® mit Distributionsrandwerten f,. Dann gilt

!#::!h

sofern die Integrale existieren. Die Interpretation beider Seiten erfolgt dabei nach Defini-
tion 95.

6.2 Randwerte von Integraloperatoren

Fiir Integraloperatoren haben wir zwei verschiedene Moglichkeiten, ihnen Randwerte zu-
zuordnen:

Definition 96. Es sei ein Integraloperator A gegeben durch

AﬂazfAm@ﬂomo

mit einem Kern A, welcher stetig auf D x D — A ist .

Dann definieren wir A%, den Operator der Distributionsrandwerte, durch

A f(2) = Af(2)ls

also als Operator, der — falls moglich — der Form f die Distributionsrandwerte der Form
Af zuweist.

Dagegen bezeichnen wir mit A, den Operator der Restriktionsrandwerte

&ﬂﬂz/AMﬂﬁ@W@% (97)

also den Operator, der durch Integration gegen die Randwerte von A((, z) beziiglich z
entsteht.

Bemerkung. Um Aussagen iiber den Operator A treffen zu koénnen, interessieren wir
uns wegen Satz 95 im Grunde fiir die Distributionsrandwerte von A. Wir haben jedoch
quasi keinen analytischen Zugang zu ihnen, insbesondere kénnen wir sie nicht ohne wei-
teres durch einen Integraloperator darstellen. Wegen der Stetigkeit des Kerns A sind die
Restriktionsrandwerte wesentlich leichter zu gewinnen, und mit Gleichung (97) stehen sie
immer als Integraloperator zur Verfiigung.

Unser Ziel ist daher, Fille zu identifizieren, in denen Distributions- und Restriktionsrand-
werte iibereinstimmen. Positive wie negative Ergebnisse dazu hat Hefer dargestellt:



Satz 98. Selbst wenn fiir einen Operator sowohl Distributionsrandwerte als auch Restrik-
tionsrandwerte erkldrt sind, miissen diese nicht tibereinstimmen.

Beweis. Hefer gibt in [Hef 02] ein explizites Gegenbeispiel an: Er konstruiert einen Inte-
gralkern A, der sogar C'*° differenzierbar auf D x D — A und gleichméfig integrierbar in
beiden Variablen ist, doch bereits fiir f = 1 gilt A,f # A°f.

Satz 99. FEs sei K((, z) ein Integralkern, der die Voraussetzungen fiir gleichmdflige Re-
guldritit nach Definition 61 erfillt. Dann existieren fiir den durch X auf L>(D) gegebenen
Integraloperator

Kf:L®(D) — L=(D)

Distributions- und Restriktionsrandwerte, und diese stimmen tiberein.

Fiir Formen in beliebigen LP-Rédumen haben wir keine dhnlich einfache Aussage, es gilt
jedoch ein weiterer Satz von Hefer, dessen Voraussetzungen wir spéter fiir eine grofle
Klasse von Kernen verifizieren werden:

Satz 100. Es sei K(C,z) € C°(D x D — A) ein Integralkern, der gleichmdifig integrierbar
in beiden Variablen ist und die Bedingung erfillt, daff ab einem ng > 0 fir alle 0 < n < ng
qgilt:

/ K((,z)do(z)| < M gleichmdflig in C,

bD,
wobei die bD,, = {z € D | —r(z) =n} Niveaulinien der Randfunktion r in D beschreiben

und do jeweils thr Volumenelement ist. Dann stimmen fiir den zugehdrigen Integralope-
rator K auf LP(D)

Kf:LP(D)— LP(D)

fur alle 1 < p < oo jeweils Distributions- und Restriktionsrandwerte tiberein.

6.3 Tangential zulissige Kerne

Definition 101. Es sei A, ein Integralkern auf E_x bD. Dann nennen wir A; tangential
zuldssig, falls es einen zuléssigen Kern A auf D x D gibt, so dal A; den Restriktionsrand-
werten von A entspricht, d.h.

A(C,2) = Ap(C, 2) fiir (¢,2) € D x bD.

Bemerkung. Jeder tangential zuldssige Kern ist natiirlich Randwert nicht nur eines,
sondern beliebig vieler zulédssiger Kerne. Insbesondere hat jeder zuléssige Kern, der eine
positive Potenz der Randfunktion r(z) oder ein dr-Differential enthélt, die Restriktions-
randwerte 0. Als Kandidaten zuléssiger Kerne A in Definition 101 betrachten wir der
Einfachheit halber nur Kerne, die keine Summanden mit solchen Faktoren enthalten.



Definition 102. Es sei A, zuldssig und in lokaler Darstellung sei
Ax(C, 2) = (=p)° Bpototo g tip o, (103)
Dann definieren wir den tangentialen Typ A\ von A, als
At :=2n—14+min(1,t —9) — 2(t — §) — 2ty +m,
wobei wie {iblich t := —(t1 + ty + t3 + t4).

Lemma 104. Zwischen dem tiblichen Typ A eines Kerns A mit einer Darstellung wie in
Definition 103 und dem tangentialen Typ A\, seiner Randwerte besteht der Zusammenhang:

A1 fir  t—0<1,
M>AA=(t—~—0) firl<t—9<2,
A—2 fiir2 <t —9.

Dabei tritt Ungleichheit nur auf, wenn im tangentialen Anteil von A, eine schwdchere
Singularitdt vorliegt als im nicht-tangentialen.

Umgekehrt finden wir zu jedem tangential zuldssigen Kern Ay, vom tangentialen Typ A
einen zuldssigen Kern A vom Typ X, so daf$ Gleichheit im obigen Zusammenhang zwischen
At und X\ herrscht.

Beweis. Dies folgt direkt aus den jeweiligen Definitionen. Um den Kern A zu gewinnen,
nutzen wir aus, daf} alle Komponenten der lokalen Darstellung von A, in einer Umgebung
des Randes definiert sind, und setzen beliebig glatt auf den Rest von D x D fort.

Mit Hilfe des tangentialen Typs kénnen wir die Gleichheit der Distributions- und Restrik-
tionsrandwerte fiir viele zuléssige Operatoren zeigen. Zunéchst erhalten wir

Satz 105. Es sei A ein zuldssiger Kern vom Typ X. Seine Restriktionsrandwerte A, seien
vom tangentialen Typ

i) A >0, oder

it) \y =0, wobei t — & > g, 0> 0.
Dann gilt fir den Kern der Finschrankungsrandwerte

/]Ab(g, 2)|do(z) < M gleichmdfsig in C.
bD

Beweis. Wenn A, in lokaler Darstellung eine echte Potenz (—r)” der Randfunktion
enthélt, gilt A, = 0 und das Integral existiert natiirlich mit Wert 0. Wir miissen da-
her nur Kerne mit v = 0 betrachten.



Um in unserer iiblichen Notation bleiben zu koénnen, beweisen wir die analoge Aussage
zur Behauptung, wenn wir die Bezeichnungen ¢ und z vertauschen und den Kern A(z, ()
betrachten. Zu zeigen ist dann, dafl

/|Ab(z, Q)|de(¢) < M gleichméaBig in 2.

bD
Wegen der Stetigkeit von A auflerhalb der Randdiagonalen konnen wir wiederum anneh-
men, dafl z € U(zg) ist, wobei zy ein Randpunkt und U(zp) eine beliebig kleine, fest

gewihlte Umgebung sind, sowie dal die Integration nur iiber bD N U(zg) verlauft. Dann
erhalten wir die Darstellung

__(_Tyﬁhz
|-Ab(Z7C)| - |’U|tPt0 3

und in zuldssigen Koordinaten, bei denen wir ausnutzen kénnen, daf (0, x2, Z) ein Rand-
koordinatensystem ist, gilt:

(—r)P|E, i
I‘/ A= 0lin0) 5 / TR TR e 4@

|Z]]<1 0<z2<1

Im Fall, dafl % >t — 0§+t ist, konnen wir gegen einen Kern ohne Singularitit abschétzen.
Das Integral ist dann auf jeden Fall beschriankt. Andernfalls betrachten wir zundchst den
Fall \; > 0. Wie {iiblich schitzen wir ab

1 ~
IS / / (=) + 22 + ||E[)2) ((=7) + 25 + || 7)) 2% dzy dl(Z),

|#][<1 0<z2<1

wobei t' =t — 0 +ty — % und t; = 0 fiir m > 2t; bzw. t' =t —  und t;, = t; — % sonst,

5/ / . ,1 —du, di(Z).

(2 + [[2]7)" (22 + [[2])%%

|Z||<1 O0<w2<1

Im Nenner schétzen wir die Summen positiver Terme durch Produkte ab

dl
/ / 21| E ]2 ”||x||%n ez dU(Z)

|#][<1 0<z2<1

was fiir alle 0 < 1 < 2t/ und 0 < 1 < 2t moglich ist. Das Integral ist als beschrénkt
gezeigt, wenn wir 7,7 > 0 finden kénnnen mit

n+n <1 und 2t' + 2ty — 2n —n' < 2n — 2.
Dazu verwenden wir die Typvoraussetzung, dafl ndmlich

A =2n—14min(1,t —0) —2(t =) — 2t +m >0



ist, also insbesondere stets
2t —0)+2tg —m <2n— X\ (106)
und
(t—0)+2tp—m<2n—-1-X (107)
gilt. Wir unterscheiden nun die folgenden Fille:

e Fiir t{ = 0 ist automatisch n° = 0 festgelegt. Dann setzen wir n := 1 — ﬁ und

erhalten mit t/ =¢ — 6 +2tg —m
92\, (106) A\

2(t’—n):2(t—5)+2t0—m 2‘*—? < 27’L—2—§

und damit ist die Beschrénktheit des Integrals gezeigt.

o Fiir t{y # 0 und ¢ < 1 setzen wir n:=¢ und ' :== 1 — ¢ — 3. Mit ¢’ = ¢ — § und
ty =to — 5 folgt

\, (107) A
2t'0—17’:t—(5—|—2t0—m—1+§t < 2n—2—5t
o Fiir t{ # 0 und ¢ > 1 setzen Wirnzzl—%und 7' := 0. Wiederum mit t' =¢ —§
und ty = to — F folgt

2 (106) A
2t —n) +2th = 2(t — &) + 29 —m — 2+?t < 2n—2—§t

In allen drei Fiéllen sind wir erfolgreich, und somit ist der Satz fiir den Fall A\; > 0 bewiesen.

Fir Ay =0mit 0 >0und t — 9 > % gehen wir zunéchst analog vor, bis zur Abschétzung

-y o
= / / ((=r) +z2+ [|Z]P)Y ((—7) + 2o + M”)ztgd 2 di(Z),

|#]<1 O<m2<l

wobei entweder ¢ = 0 und t' = t 4+, — % oder t; = to— 5 und ¢’ = ¢. In Polarkoordinaten
mit ||Z|| = s erhalten wir

/ / S dzy ds
)+ xp+82)! (=) + a2 +5)%0

0<s<l O<x2<1

Nach Typvoraussetzung ist 2t < 2t, —m = 2n — 2(t — 0) < 2n — 3, aber 2n — 3 — 2t, =
2t/ — 3 — 26 < 2t', also konnen wir den Ziahler komplett gegen den zweiten Faktor im
Nenner und einen Anteil des ersten Faktors kiirzen und erhalten:
1
< (—7’)‘S - dxs ds
) + z9 + 82)15 +ty +*—
0<s<1l O<x2<1

dxy ds.
/ / )+ @y 4 s2)2 10 ’

0<s<1l O<x2<1




Der Exponent des Nenners ist grofler als 1, so dafl wir nach Integrieren iiber x5 erhalten

1
5/ ds.
+52 146
0

Wir substituieren s = v/—ro und erhalten

/ 1
+O-

was beschrénkt ist, da § > 0 vorausgesetzt war.

Als wichtigste Folgerung erhalten wir

Satz 108. Es sei A ein zulissiger Kern vom Typ A > 0. Seine Restriktionsrandwerte A,
seien vom tangentialen Typ

i) At >0 oder
it) &y =0, wobeit—522,5>0.

Dann stimmen Distributions- und Restriktionsrandwerte des zugehérigen Operators
A:LP(D)— LP(D) fir alle 1 <p < o0
liberein.

Beweis. Wir zeigen, dafl ein solcher Kern die Voraussetzungen von Satz 100 erfiillt, wobei
wir die gleiche Notation wie in Satz 105 verwenden, also wiederum die analoge Aussage fiir
vertauschtes ( und z beweisen. Da A > 0 ist, ist A beziiglich beider Variablen gleichméfig
iiber D integrierbar. Zu zeigen ist dann noch, dafl

/ Az )< M gleichméBig in z und 0 < n < 7,

bD,

wobei bD,, .= {—p({) = n}. Wie zuvor miissen wir nur in einer Umgebung U(z) eines
Randpunktes z, arbeiten, so dafl die Integration tiber bD, NU verlauft. Indem wir zuléssige
Koordinaten verwenden, erhalten wir, dal bei konstantem x; = n durch (7,23, %) ein
Koordinatensystem auf 0D, gegeben ist, also

(_T)JU’YEW ~
[ aeomols | G s A

bDy,NU |za|<1||2]|<1

(-1)E,, ~
dxo A dI(T).
/ / (n + |za| + ||Z]|2)7 (92 + 22 + ||2]|?)to x2 (T)

|za|<1 ||Z]|<1




Offensichtlich ist das Integral monoton wachsend, wenn wir 7 verkleinern, also

(—1r)°E,, ) )
S | e e @)

lza|<1 2] <1

Die Beschrankheit dieses Integrals, unabhingig von z hatten wir unter passenden Voraus-
setzungen an A in Satz 105 gezeigt, so dafl die Behauptung gezeigt ist.

Als direkte Folgerung erhalten wir eine einfache Klassifikation zuldssiger Kerne:

Korollar 109. FEs sei A ein zuldssiger Kern vom Typ 1. Dann stimmen die Distributions-
1

und Restriktionsrandwerte des Operators, der durch A’ := (—p)zA gegeben wird, auf

sdmtlichen LP-Rdumen tberein.

Beweis. Die lokale Darstellung des Kerns A vom Typ 1 liefert uns, daf3

oY (H_%Em
"A(C7Z) = ( r> ’<U|t[1;>t0 )

N

(=p)
wobei entweder

t—0—y>2 und 2n +2—2(t —0 —7y) —2tp +m=1 oder
t—0—v<2 und 2n — (t =30 — ) — 2tp + m = 1.

Wir untersuchen nun \;:

e Esseit—v—0 < %, dann hat A’ den Typ XN = % Nach dem ersten Fall von
Lemma 104 gilt, daf3

1
Nz XN —1=2>0,

also ergibt sich die zu zeigende Aussage nach Satz 108 7).

e Es sei % <t—4§ < 2, dann hat wiederum A’ den Typ X = %, und nun liefert der
zweite Fall von Lemma 104, dafl

1

und die zu zeigende Aussage folgt nach Satz 108 7).

e Essei2 <t—4 <2 dann hat A’ den Typ N = (¢t — § — 1). Damit gilt nach dem
zweiten Fall von Lemma 104 nur noch

1
Da jedoch gleichzeitig t — 0 — % > %, sehen wir aus der Form von A}, daf auch im

Fall A} = 0 die Voraussetzungen von Satz 108 1) erfiillt sind.



e Es sei g < t — 9, dann hat A’ den Typ M = 2 und nach dem dritten Fall von
Lemma 104 ist A\; > 0. Die Argumentation verldauft nun genauso wie im vorherigen

Fall.

Korollar 110. Es sei Ay ein zuldssiger Kern vom Typ A > 2 oder A = 2 mit 6 > 0
in lokaler Darstellung. Dann stimmen die Distributions- und Restriktionsrandwerte des
durch ihn gegebenen Operators auf simtlichen LP-Rdumen tberein.

Beweis. Nach Lemma 104 gilt A\; > 0, falls A > 2 oder A =2 und t — § — vy < 2 in der
lokalen Darstellung von A. Falls A = 2 und ¢t — § — v > 2 ist, gilt nur noch A\; > 0. In
beiden Fillen folgt die Behauptung jedoch aus Satz 108 i) bzw. ii).

Korollar 111. Es sei A ein zuldssiger Kern vom Typ 0, wobei in den lokalen Darstel-

lungen v = 0 ist und t — § > g oder t — 9 < 2. Dann stimmen die Distributions- und
Restriktionsrandwerte des Operators, der durch A’ := (—p)A gegeben wird, auf samtlichen

LP-Rdaumen 1iiberein.

Beweis. Der Beweis verldauft analog zu Korollar 109, wobei in diesem Fall die Ein-
schrankung an die Exponenten notwendig ist, damit gesichert ist, dafl wir auch in diesem
Fall fiir \; = 0 Satz 108 ¢i) anwenden konnen.

6.4 Abbildungseigenschaften tangential zulassiger Kerne

Wir mochten nun untersuchen, wie das Abbildungsverhalten der Randwerte tangential
zuldssiger Kerne vom Typ abhéngt. Die bendtigten Grundlagen haben wir dabei in den
letzten Kapiteln gewonnen. Dabei werden wir im folgenden nur noch Kerne betrachten,
bei denen Distributions- und Restriktionsrandwerte iibereinstimmen und insgesamt von
,den Randwerten“ eines Kerns oder Operators sprechen:

Satz 112. Es sei A zuldssig vom Typ A > 0. Dann hat der zugehorige Operator
A: L™(D) — C"(D)
Randwerte A® und es gilt
AP L=(D) — C°(bD).

Beweis. Es sei f € L>(D). Dann wissen wir nach Korollar 63, da Af € C°(D) liegt.
Aus Lemma 94 folgt dann die Existenz der Distributionsrandwerte von Af und dafl diese
mit den gewohnlichen Randwerten von Af als stetige Form iibereinstimmen. Diese hatten
wir im Beweis von Korollar 63 gerade als Einschrankungsrandwerte von A identifiziert.

Definition 113. Es sei A ein Integralkern auf D x D. Wir nennen dann A zulissig mit
Randwerten A®, wenn die Distributions- und Restriktionsrandwerte des zugehorigen Ope-
rators iibereinstimmen und durch Integration gegen A° gegeben sind. Falls keine anderen
Voraussetzungen gemacht sind, bezieht sich die Voraussetzung auf A als Operator auf
beliebigen LP-Réumen mit 1 < p < oo.



Satz 114. Es sei A zulissig vom Typ > 0 und mit Randwerten A®, wobei A°((,.) fiir
jedes ¢ diber bD integrierbar ist und das Integral durch eine von ¢ unabhdingige Konstante
beschrinkt ist. Dann gilt fiir den zugehérigen Operator Ab:

AP [P(D) — LP(bD) fiir alle 1 < p < o0.

Beweis. Die Aussage ergibt sich aus dem Youngschen Lemma 45 im Fall von X = D
und Y = bD. Die gleichméflige Integrierbarkeit von A in z ist dabei vorausgesetzt, die in
(¢ folgt aus dem echt positiven Typ.

Satz 115. Es sei Ay zuldssig vom Typ A = 1. Dann gilt fiir den Operator seiner Randwerte
Ab:
AP LP(D;(—p)~2) — LP(bD)  fiir alle 1 < p < oo,

wobei jeweils

LY(D;(—p)"%) = {f € L"(D) : (—p)"2f € L"(D)}.

Beweis. Das folgt aus dem vorherigen Satz, indem wir den Operator betrachten, der
durch (—p)2.A, gegeben ist und fiir f € LP(D; (—p)~2) betrachten, wie dieser auf (—p) =z f
wirkt. Der Kern (—p)%A,\ hat nach Korollar 109 Randwerte mit den gewiinschten Eigen-
schaften.

Ebenso erhalten wir

Satz 116. Es sei Ay zuldssig vom Typ X > 2 oder A = 2 mit 6 > 0 in lokaler Darstellung.
Dann gilt fiir den Operator, der aus seinen Randwerte A® entsteht:

AP IP(D) — LP(bD) fiir alle 1 < p < o0.
Beweis. Daf} ein derartiges A, die Voraussetzungen von Satz 114 erfiillt, haben wir in
Korollar 110 gezeigt.
Indem wir die Ergebnisse des Kapitels iiber tangentiale Vektorfelder in unsere Betrachtung
integrieren, erhalten wir auflerdem:
Satz 117. Es sei Ay ein zuldssiger Operator vom Typ A > 0. Dann gilt
A C*(D) — C*(bD)  fiir alle k € N und k = oc.

Beweis. Fiir £ = 0 ist das klar nach Lemma 112. Es sei nun 7" ein tangentiales Vektorfeld
auf bD, das wir glatt ins Innere von D fortsetzen. Da f € C'(D) insbesondere stetig
ist, sind die (Distributions-)Randwerte von A, f durch die Einschrinkungsrandwerte A°f
gegeben, die wiederum wegen der Stetigkeit von A’f als Limes der Werte von innen
gewonnen werden konnen.

Wir wenden also Theorem 87 auf A, an:

TA = AT+ AV XOf + Ayf.



Da alle Summanden der rechten Seite wiederum zuldssige Operatoren vom Typ > 0
sind, die auf stetige Funktionen wirken, entsprechen auch auf der rechten Seite die Ein-
schrankungsrandwerte jeweils den Distributionsrandwerten, und diese liegen wegen der
Zuldssigkeit und des positiven Typs aller beteiligter Operatoren in C°(D). Damit ist die
Aussage fiir £ = 1 gezeigt und hohere Ableitungen ergeben sich durch Iteration der Me-
thode.



Teil 11

Gewichtete Bergmanriume






1 Die Situation

1.1 Die anisotrope Metrik ()

Wir werden im folgenden eine spezielle geometrische Situation betrachten, fiir die wir
spater den Kern des Neumannoperators explizit bestimmen wollen. Die Grundsituation
und viele der Methoden gehen zuriick auf [ABO 98] und wurden auch in [AnB 00] und
[Lam 00] beschrieben.

Es sei D CC C" ein streng pseudokonvexes Gebiet mit glattem Rand bD, gegeben durch
eine streng plurisubharmonische Randfunktion p als D := {(: p(¢) < 0}, wobei dp # 0
auf bD ist. Auf D betrachten wir die Metriken

() (o), wd (L

fiir Differentialformen vom Typ (p, ¢), die durch die definierenden (1, 1)-Formen

B :=id0p, w =100 log (—ip) und Q= (—pw

gegeben sind. Wo keine Unklarheiten zu befiirchten sind, werden wir auch die definie-
rende Form selbst als Abkiirzung fiir die zugehorige Metrik verwenden. Da p als streng
plurisubharmonisch auf D vorausgesetzt war, ist 3 dquivalent zur euklidischen Metrik. w
entspricht im Verhalten der Bergmanmetrik [Die 70]. In beiden Féllen handelt es sich um
Kahlermetriken, wiahrend dies bei €2 nicht der Fall ist.

Da wir im nichsten Kapitel durch Potenzen der Randfunktion gewichtete L?-Réume
beziiglich €2 als Basisraum unserer Betrachtungen wéahlen werden, untersuchen wir zu-
néchst das Verhalten von (2 fiir (0, ¢)-Formen in der N#he des Randes von D.

Lemma 1. Q [ifit sich mit Hilfe von 3 darstellen: Fir (0,q)-Formen f,g gilt

1

(£.9)0 = 5 |(=0)(f:9),+ (90 A f.0p N g),] .

wobei B := —p + \8/)]2 insbesondere glatt und ohne Nullstelle auf ganz D ist.

Beweis. Es sei ¢!, ..., ¢e" eine -Orthonormalbasis des Raumes der (1,0)-Formen in der
Nihe eines beliebigen Randpunktes z, wobei e := dp/|dp|s die komplexe Normalenrich-
tung bezeichne. Dann ist

B=iddp=1i» e NE,
i=1
. OpAdp B ., 4 . o
Q=1400p+1 = e Ne +i1y e Ne' 2
0 2 2

mit B wie im Lemma gegeben. 2 und 3 stimmen also auf dem Tangentialanteil einer (0, ¢)-
Form {iberein. Auf dem nicht-tangentialen Anteil (d. h. dem Anteil mit e'-Differential) hat

2 ein zuséitzliches Gewicht \/(—p)/B gegeniiber (.

n




Indem wir eine beliebige (0, ¢)-Form f zu f = &' A f; + fo mit fi, fo ohne &'-Differential
zerlegen, erhalten wir

(=p)

fl6 = T’fﬂé + |f2|?3
_ (=P) | ;12 lép‘z 2
=g s+ —5~Ifls
]_ 2 = 2
= = o+ oo A 113 (3)

denn | f2|?3 =le'Af |Z, und damit die Aussage des Lemmas.
Lemma 4. Es gilt als grundlegende Abschdtzung fir | . |q:
=p)lfl5 < Ifla < 1715

Beweis. B ist bis zum Rand des Gebiets beschriankt und ohne Nullstellen, damit
folgt die erste Ungleichung einfach aus Gleichung (3) durch Abschiitzen des Terms, der
Jp A f enthilt, gegen 0. Zudem sind auch |8,0|; und (—p) nach oben beschriankt, so daf

(=p)If15 S |f15 und

a 2 a 12,2 2
woraus wir die zu zeigende Abschéitzung erhalten.

Definition 5. Wir bezeichnen mit xqo den Hodge-x-Operator beziiglich €2, d.h. fiir Dif-
ferentialformen f und g von passendem Grad und mit dV' = Q" /n! als der Volumenform
zu € gelte

(f,9)qdV = f A *qg.

Bemerkung. Da () keine Kéahlermetrik ist, hat xq nicht alle guten Eigenschaften, die
man von dem Hodge-x-Operator etwa der euklidischen Metrik gewohnt ist. Insbesondere
kommutiert er nicht mit dem komplexen Laplaceoperator! Wir haben jedoch eine einfache
Moglichkeit, xq explizit zu berechnen:
Lemma 6. Es sei g eine (0, q)-Form. Dann gilt

*0g = Cq G N\ Qp_g, also <f, g>QdV =Cof NGNQpy
fiir alle f und

*(QAg) = —Co41 9 N g1, also <f, QA g>QdV = —Cor1f NGNSy,

fiir alle f, wobei Q,_, = Q" 1/(n — ¢)! und c, = i~ ist.



Beweis. Wir verwenden wiederum die $-Orthonormalbasis e, ..., e" wie in Lemma 1.
Zunéchst zeigen wir

Qn B
’g’é F = Cq9 A g A anq7

woraus sich die erste Behauptung ergibt. Dazu sei g = Z"”: qg]éI . Dann gilt

n—q

1 / B L
GAGAQ = —— > al’e ne' A | —=e e+ e ne
(n—q)! 1= (=p) j=2

/ B /
=" laife Ael A = dooetneaene) <+ ) (ene)”
[1=q |[K|=n—q—1 |L|1=¢nL—q

B
etnet Alene)N !

(=p)

/

=i Y ail’e el A
[|=q
1¢I

/ .
4+ na Z |glJ|2élJ Aeld A (e/\é)N—zJ’

|J=q—1
) B / /
=i mz g+ Y lowl? | dl.
p =0 T=g-1
Andererseits ist
/ 2 B
g[2dV = ‘Z gre! Nerk
|I|=q p
! 2 ! 12 B
— Z |g1J|2‘el/\e‘]|Q—|— Z |gI|2{eI‘Q —(_ )dl
[J|=q—1 H1=q P
i 1¢1
! (=p) | _s2 To21.12 B
= |91J\2 . lgr]”|e —dl
D NP e
|J]=q—1 [7|=¢
L 1¢1
/ B
= Z lgul* + Z m|91|2 dl
Tl=g—1 =g \
i 1¢1

=Ceg NG Qp_g,



da 1/c, = i7" ist.

Die zweite Gleichung zeigen wir nun mit Hilfe der ersten: Es sei f = """, €' A f; eine
(1,q + 1)-Form, wobei die f; jeweils Formen vom Grad (0, ¢ + 1) sind. Dann gilt

(f, QN g),dV = <Ze /\fz,[( p)e Ae +Zemej] A g)odV

j=2

<e €1>Q<f1,€ /\g>QdV+Z 67 <f],e] /\g>QdV

= {f1,e" A g),dV + Z (f5:85 N g)odV

Jj=2

= Co1 [fl/\el/\g—l—ij/\éj/\g A Qg1

Jj=2

- _Cq—i-lf ANGgA Qn—q—17

wobei wir im vorletzten Schritt Teil ) verwendet haben.

1.2 Gewichtete L2-Riume

Definition 7. Mit Hilfe von 2 bilden wir durch
D

ein L?-Skalarprodukt und definieren fiir 0 < p, ¢ < n die zugehorigen Hilbertriume als

L2 (D) = {f € LZ(D) : (f, f)a < oo}

(2 ‘1)

Formen in LSZS(D) konnen wir auch wie folgt charakterisieren:
Lemma 8. Eine Form f € LY lOC(D) ist genau dann in Lg:?(D), wenn gilt:
ferl?, (D) und — (=r)"29p A f € L2,(D).

Beweis. Aus der expliziten Form (2) von 2 erhalten wir zunéchst, dafl

=" B
nl (—p) n!

B" /n! unterscheidet sich nur durch einen glatten, durch positive Konstanten beschrankten

Faktor vom Lebesgue-Mafl. Auch B ist glatt, beschrankt und hat keine Nullstellen auf

D. Der einfacheren Schreibweise halber setzen wir dl := Bf3"/n! und bezeichnen dieses

Volumenelement bisweilen als ,,euklidisch“. Es gilt also

(—p)dV = dl. (9)



Fiir eine Form f erhalten wir nach den Gleichungen (3) und (9)

ffm/lflﬁ p)"Hop A [ dl

. 2
=/!frzdz + [leoriaond] a.
D D

wobel die Relation ~ dafiir steht, daf sich linke und rechte Seite nur durch einen C'* (D)-
glatten Faktor unterscheiden, der sich auf D nach oben und nach unten durch echt positive
Konstanten abschétzen 1aft (wie dies bei B der Fall ist).

Dies impliziert die Behauptung.

Wie man leicht sieht, ist L* ein recht eingeschrinkter Raum, insbesondere umfafit er
nicht €(D) und noch nicht einmal die konstanten Funktionen. Wir fithren daher einen
Gewichtsfaktor ein, der diese Eigenschaften herstellt:

Definition 10. Es sei a > 0 ein reeller Parameter, dann definieren wir fiir 0 < p,qg <mn
2,a oc .
LEo (D) == {f € L2we(D) : || £ll, < oo}

den a-gewichteten L*-Raum zur Metrik Q, wobei das Skalarprodukt

(f,)a = % JEor s

ist. I' bezeichnet dabei die I'-Funktion und die Konstante vor dem Integral kiirzen
wir meist mit ¢, , ab. Ihr Nutzen wird spéter beim Dimensionsiibergang klarer. Mit
Nfll, = (f, f)},/ ? bezeichnen wir die zugehérige Norm. Wenn der Grad der beteiligten
Differentialformen nicht von Bedeutung ist, schreiben wir fiir L>® auch kiirzer L7(D)
oder nur L?2.

Lemma 11. Fir alle o/ > a > 0 gilt

DP9I(D) c eP(D) c ¢}, (D) C L2

(,9)

(D) c L*

(p,9)

(D),

wobei DPD (D) := C(O;’q)o( ) die Testformen mit kompaktem Trager innerhalb D und

EPD (D) = Corg ( ) die bis zum Rand glatten Formen in D bezeichnet.

Beweis. Wir miissen natiirlich nur die dritte und vierte Inklusion beweisen. Dazu sei
zundchst f € C(p 9 (D). Fiir beliebiges a > 0 gilt dann nach Lemma 4

1flla= [ (=p)* S dl S [ (=p)* " dl,
/ /

denn | f| 5 1st beschrinkt auf D. Da D kompakt ist und p als regulir auf bD vorausgesetzt
sind, ist der Wert des Integrals stets endlich, und somit gilt f € L2.



Fiir den Beweis der verbleibenden Inklusion verwenden wir, daf sich die Norm in L2, von
der Norm in L2 nur um eine Konstante und eine positive Potenz (—p)*~* des Gewichts-
faktors unterscheidet. Da p bis zum Rand glatt und damit beschrénkt auf D ist, kénnen
wir den Faktor (—p)®~® nach oben durch eine Konstante abschitzen und erhalten

1f1ler < 11f e

wobei die auftretende Konstante nur von o und « abhéngt, die Inklusion also stetig ist.

1.3 Der 0-Komplex auf L2 (D)

Definition 12. Auf den Réumen L2 betrachten wir 0 im L2-Sinn als dicht definierten
Differentialoperator erster Ordnung. Wir setzen d zunéchst im Distributionensinn auf L?
fort und bilden dom 9 in L2 durch

f €domd C L2(D) & feLl2(D) und Of e L:(D).
Es sei 9, der formal adjungierte Operator zu 9, d. h. es gelte im Distributionensinn
(f,00)a = (Vaf, ©)a fiir alle f € Liz‘;, @ € DPa=b)
und es sei g der in LZ:;‘ adjungierte Operator zu 0 im Hilbertraumsinn, also
(f,09)a = (0 f,9)a fiir alle f € L2 Ndom 0", g € Li:?fl N dom 0,
dom f = {f € L2 : Vg € dom3 (f,09)a = (Vaf,9)a}-

Um einen expliziten Ausdruck fiir 9, bzw. 9 herzuleiten, benstigen wir

Definition 13. Es sei y eine (p, ¢)-Form und 7 die definierende (1, 1)-Form eines Skalar-
produkts < , '>n' Dann definieren wir das innere Produkt 1, mit x beziiglich 7 als

<X4nf79>,7 = <f,>_( /\g>n fiir alle f,g.
Lemma 14. Fir f € Lg:g‘(D) gilt

dp
(=p)

Uof = —iQ100f + (n+ o —q) aJaf,

oder gleichbedeutend

Dof = =i(B = ) 350f + (n+a = q)9p s,

wobei 3 = i00p und v := i dpAOp. Damit ist V¥, ein Differentialoperator erster Ordnung,
dessen Koeffizienten glatt bis zum Rand sind.



Beweis. Es seien [ € ng und ¢ € Dy 1. Dann gilt

(f7 590)04 = Cn,a,q /(—P)a<f, 5(,0>de

D

_ anaach /( « = n—q
= —p)*f NOP AR

n—q)!

(n—q)tJ

Cn,wch /( n+a—q = n—q
= —p) fANOG AW

n—aq)!

(n=gqt)

n 0
_ C 7Otach /(n—i‘Oé . q)(_p)n+a7qf/\ P /\@/\wn—q

D

(n—q)!

(n—q)!

(=p)

+ /(—p)”+°‘_q8f ANpAw'?
D

= Chag /(—p)o‘(n +a—q)f, % A @) dV — it aq /(—p)a@f, QA @),dV,

also ist

Vof = —iQ100f + (n+a — q)(?/;) Jof,

und die erste Behauptung ist gezeigt. Weiterhin gilt wegen

(e', &), = (zgp)dlj = %<el,ej>ﬁ baw. (e’ &), =d; = (¢, &),
fiir i # 1, daf

0 1
ﬁJQf = Eapwf

ist, und daher gilt

L W
Qaf = e'NE 1D e NE | Laf
[(=¢) =2 1
= %el/\él—i-Zej/\ej agf
i =2 1
i 5 |2
n
- P
= e Nne Qel/\él agf
_z:l
N
= [5-3] o,

woraus sich die zweite Behauptung ergibt.



In der euklidischen Metrik sind die glatten Formen im Definitionsbereich des Operators
0* durch die Neumannsche Randbedingung f, = 0 charakterisiert. Wir werden feststellen,
daB dies in unserer geometrischen Situation nicht der Fall ist. Statt dessen gilt & C dom J
fiir alle @ > 0. Zu diesem Ergebnis gelangen wir iiber eine Reihe von Hilfssétzen:

Lemma 15. FEs sei a > 0. Dann gilt fir alle f,g € €

(Vafs 9)a = (f, 5g)a-

Beweis. Durch partielle Integration erhalten wir zunéchst aus den Greenschen Formeln

(9ot g)a — (/. agw/a ) A *ad]
/8 Y fAGA Qy]

/6 )*f NG AR / [(=p)* " f NgAOp N Ip A B T

D

Das erste Integral ist aufgrund des Stokeschen Satzes gleich 0, denn das entstehende
Randintegral verschwindet durch den Gewichtsfaktor (—p)®. Das zweite Integral formen
wir ein weiteres Mal um:

/8 p)*O(f NgADp) NG

fiir alle « > 0, wiederum nach dem Satz von Stokes, denn man sieht nun, dafl der Integrand
glatt im Innern ist, und der Faktor (—p)® sorgt erneut dafiir, daf§ das Randintegral keinen
Beitrag liefert.

Lemma 16. Es seia > 1, f € L2, O.f € L2 und g € €. Dann gilt

(Wafs 9)a = (f, 5g)a-

Beweis. Wir wihlen zu einem reellen Parameter € > 0 eine Reihe von glatten Hilfsfunk-
tionen @, : R — R mit der Eigenschaft, dal ¢.(x) = 1 fir x < —2¢ und ¢.(z) = 0 fur
xr > —¢. Es sei zudem gleichmiBig |¢'(z)| < Ke™! fiir eine Konstante K, die von ¢ un-
abhingig ist. Wir setzen 1.(¢) := ¢-(p(¢)). Damit hat 1. kompakten Triger in D. Uber
Ohp. wissen wir zumindest noch, daf es Triiger in der Menge M := {z : 2¢ < (—p) < &}
hat und dort

- - _ 1
|0V |, < l¢ll]Oplg < 7' (=p)2
gilt. Wir verwenden nun ¢, als Abschneidefunktion, denn es ist gi). € D(D), und erhalten

(Vaf,¥e0)a = (f,9:09)a + (f, e A g)a-



Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz konvergieren (Jo.f,V:-9)a gegen (Jof,g)a und
(f,109)a gegen (f,09)a. Die Behauptung des Lemmas folgt also, falls der letzte Term
der rechten Seite fiir ¢ — 0 gegen 0 konvergiert. Dies ist in der Tat der Fall, da

(100 A g)a S A1 [ (=100 A gl
D
<AL [ (=o' 00. oo Al
M

2 2 o1 —
<1119 / (—p) e (—p)dl
2e<(—p)<e

Ser

Da «a > 1 vorausgesetzt war, ist die Behauptung damit gezeigt.

Lemma 17. Es sei > 1. Dann gibt es fiir jedes f € dom O eine approximierende Folge
(fj)jen aus glatten Funktionen f; € E(D), so daf8 gleichzeitig

f; = fll, — 0 und 10f; — ofll, — 0.

Beweis. Die Folge f; 148t sich in zwei Schritten konstruieren. Zunéchst approximieren wir
f gleichzeitig mit Of durch eine Folge von Formen in L?(D), und diese werden anschlie-
Bend mit Hilfe des Hormander-Friedrichs Lemmas wie in [Hor 65] durch glatte Formen
approximiert. Die vollstdndige Konstruktion ist in [Lam 00] beschrieben.

Lemma 18. Es sei o > 1, es seien f,g € L%, dof € L2, dg € L2. Dann gilt
Daf,9)a = (f,09)a. Mit anderen Worten:

fedomdf <= fecL? und V,f¢€ L2

Beweis. Wir approximieren g wie in Lemma 17 durch glatte Formen g;, so daB
I|f; = fll, = 0und |[0f; — Of]||, — 0. In der Zerlegung

(ﬁaf7 g)a - (f7 59)& = (ﬁafhg - gj)a - (f? 59 - égj)oé + (ﬁaf7 gj)a - (f? 59]')&

heben sich die letzten beiden Terme nach Lemma 16 weg. Die anderen beiden Terme
konvergieren nach Konstruktion von g; gegen 0 fiir j — oo, also folgt die gewiinschte

Gleichheit.

Fiir glatte Formen erhalten wir sogar

Lemma 19. Es sei o > 0. Dann gilt €(D) C dom;, also fir alle f € &(D) und
g € dom 0 gilt

(Dafs 9)a = (f, ég)a-



Beweis. Fiir glattes f ist auch 9, f wiederum glatt und somit in L2. Fiir o > 1 gilt die
Gleichung damit nach Lemma 18. Es sei nun o > 0 beliebig. Fiir o/ > « gilt L2 C L?,, also
sicherlich g,d0g € L2,. AuBerdem hat 9, f stets glatte Koeffizienten, also ist ¥, f € L2,
fiir alle o > a. Aus Lemma 18 wissen wir dann

Do fr9)ar — (f,09)ar =0 fiir alle o' > max(a, 1).

Wir betrachten nun die linke Seite der Gleichung fiir festes f und ¢ als Funktion F der
einen Variable o/:

‘rf(a/) = Cn,qya’(ﬁoc’fa g)o/ - (f> 59)0/
- / (—p)* [(0F, 2 A g)y + (n+a —q) (£, DN g), — (f,9),] dV.

D

Wenn wir auch komplexe Werte fiir o/ zulassen, stellen wir fest, dafl diese Funktion fiir alle
o/ mit Re o > 0 definiert ist und es sich dort um eine in o/ holomorphe Funktion handelt.
Da JF jedoch auf der positiven reellen Achse ab einem Punkt identisch verschwindet, muf3
im ganzen rechten Halbraum F = 0 gelten. Insbesondere sind alle Terme fiir 0 < a <1
definiert, d. h. es gilt auch

(ﬁafa g)a - (f, 59)04 = 0.

Wie im ersten Abschnitt beschrieben bilden wir den Laplace-Beltrami-Operator:

Definition 20. Es sei O, der Laplace-Beltrami-Operator in L2, d.h.
Ou = (3 + 92 = 30 + 04
auf dem Definitionsgebiet

dom O, := {f € domdNdomd* : df € domq und J'f € domd} C L2.
Dann erhalten wir als einen zentralen Unterschied von O, zum euklidischen Laplace-
Beltrami-Operator O:
Lemma 21. Flir alle o > 0 gilt
¢ C dom0d,.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 19, weil fiir jedes f € € natiirlich auch 0f € €.

1.4 Zulassige Kerne in gewichteten Ridumen

Wir wollen die Theorie zulissiger Kerne nun auf die Rdume L? iibertragen. Wegen des
zusétzlichen Gewichtsfaktors und der anisotropen Metrik ist jedoch der Zusammenhang
zwischen dem Typ des Kerns und den Eigenschaften beziiglich Integrierbarkeit und Regu-
laritédt etwas uniibersichtlicher. Im folgenden betrachten wir daher nur Kerne vom Dop-
peltyp (q,0;0,¢"), d.h. Operatoren, die (0, ¢)-Formen auf (0, ¢')-Formen abbilden.



Definition 22. Es sei A((, z) ein zuldssiger Kern vom Typ A. Dann ist seine Wirkung
auf Formen im Raum L? gegeben durch

Af(2) = (£, A)al2) = Cn / (=) (£, A2, AV (©).

D

Lemma 23. Es sei A((,z) ein zuldssiger Kern vom Typ X. Dann definiert A auf dem
Raum L? einen Operator A, der aus zwei zulissigen Kernen A’ und A” vom Typ minde-
stens A + 2 bzw. A+ 2a — 2 besteht. Der Kern A" hdngt dabei nur von dp A A ab.

Beweis. Aufgrund unserer Charakterisierung von 2 und dV in Lemma 1 und Gleichung
(9) konnen wir die Definition schreiben als

Af(2) = /(—p)o‘<f, ﬁ>ﬁ dl + /(—,0)0‘_1<0,0 Af.Op NA)dl.

D D

Die entstehenden Ausdriicke verwandeln wir in Kerne A’ bzw. A” um, die beziiglich der
Levimetrik 3 gebildet werden. Wir erhalten

‘A/(Ca Z) (_p>a‘A(€7z)7
A"(C,2) = (=p)* 1 Oposdp NA(C, 2).

Da wir A als (g, 0)-Form bzgl. { vorausgesetzt haben, verbleibt in dp A A nur der Tangen-
tialanteil von A, der unter Umsténden einen héheren Typ als der Gesamtkern hat. Wir
fithren daher einen angepafiten Begriff von Typ ein:

Definition 24. Es sei A((, z) ein zulédssiger Kern. Dann nennen wir A vom a-Typ (u, v)
und schreiben A, ,), wenn die Wirkung von A in L2 in obiger Zerlegung gegeben wird
durch Kerne A" und A” vom Typ u bzw. v, d. h.

(=p)*A(C,2)  ist vom Typ ,
(=p)* 'op NA(C 2) ist vom Typ v.

Falls der Term (—p)* '9p A A identisch verschwindet, setzen wir v = cc.

Um derartige Typen zu vergleichen gehen wir komponentenweise vor, d.h. wir nennen
(u,v) grofer als (', V'), falls p > p/ und v > v/, und schreiben dafiir auch (pu, v) > (¢, /).

Zu beachten ist: Der so definierte a-Typ héngt insbesondere von « ab, auch wenn A((, )
selbst dies nicht tut. Falls der Raum L2, in dem der Operator gebildet werden soll, aus
dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir auch kiirzer , A sei vom Typ (p,v)".

In elementaren Summanden, wie sie durch die lokale Darstellung zuléssiger Kerne gege-
ben sind, enthélt nur der isotrope E,,-Anteil Differentiale, so daf§ auch nur dieser unter-
schiedliches Verhalten in tangentialer als in nicht-tangentialer Richtung zeigen kann. Wir
definieren daher:

Definition 25. Es sei F,, ein isotroper Kern von Ordnung m. Dann nennen wir E,,, von
Ordnung (m,m') und schreiben E,, /), wenn dp A E,, isotrop von Ordnung m/ ist.



Beispiel. Ein Kern, der durch diese anisotrope Charakterisierung besser beschrieben wird
als durch den zuléssigen Typ allein, ist z. B. der folgende:

XK allein hat zuniichst Typ —2a + 2, d. h. nach Lemma 23 wissen wir nur, da§ X auf L?
Operatoren von den Typen 2 und 0 induziert. Tatséchlich gilt jedoch, dafl

8p 81

prnta prta )

K(¢, 2) =

so dafl wir X als vom Typ (2,1) identifizieren kénnen. Indem wir A’ und A" einzeln
betrachten, steht uns somit die gesamte Theorie fiir Kerne vom Typ > 0 zur Verfiigung.
Anders formuliert: 0, fiir sich genommen ist zwar nur von der Ordnung 0, aber anisotrop
betrachtet ist er wegen 0:v = dp + &€; ein &€ 1y-Term.

Die beiden Definitionen 24 und 25 kénnen wir zu einer direkten Formel des anisotropen
Typs (i, ) kombinieren:

Lemma 26. Der isotrope Anteil eines zuldssigen Kerns A,y in lokaler Darstellung sei
von Ordnung (m,m’). Dann gilt

p=2n+2+mn2,(t—y—0—a)) —2(t—y—39J —a)+m,
v=2n+2+mn2,(t—y-0—a+1)—-2t—y—-0—a+1)+m

Offensichtlich gilt stets v > p — 2 + (m' — m). In den meisten Fdllen, die praktisch
auftauchen, gilt die Gleichheit.

Bemerkung. Fiir das Abbildungsverhalten eines Operators sind beide Teilkerne gleich-
berechtigt. Die Sétze iiber zuléssige Operatoren gelten damit, wenn sie fiir beide Teilkerne
gelten, im allgemeinen also dann, wenn sie fiir Kerne gelten, deren Typ das Minimum der
Komponenten A und g ist.

Definition 27. Es sei A zuléssig vom Typ (i, ), dann nennen wir A zuldssig vom Typ (A),
wenn min(u, v) = .

Dadurch, daf bei der Integration der nicht-tangentiale Anteil eines Kerns ein hoheres
Gewicht erhalt als der tangentiale, erhalten wir ein etwas besseres Ergebnis iiber den
0-Operator als bei reiner Differentiation:

Lemma 28. Es sei A ein zuldssiger Kern vom Typ (p1,v), dann ist OcA ebenfalls zuldssig
und vom Typ (min(v, u—1),v —1).

Beweis. Wir zerlegen A = e! AA; + Ay, wobei A; und A, ohne e!-Differential sind. Dann
ist (—p)®e! A Ay vom Typ p und (—p)* tA, vom Typ v. Den 9-Operator schreiben wir



beziiglich der Basis €', ..., e" von (1,0)-Formen und den dualen Vektorfeldern Ly, ..., L,
als

8(./4 = Z ei N LZ.A
=1
=e' NLiAy+ Y AN ALA + > el NLjA,.
=2 j=2

Wir wissen, dafl die Vektorfelder L; fiir j > 2 den Typ nur um 1 verringern, da sie
holomorph tangential sind. L; reduziert den Typ eines Kernes um bis zu 2, falls das
Ergebnis iiberhaupt zuléssig ist. (—p)L; reduziert den Typ jedoch gar nicht.

Damit iiberpriift man, dafl die drei Summanden die Typen (v, 00), (u—1,00) und (v, v—1)
haben, wobei v/ > v ist. Der Gesamttyp des Kerns ist jeweils das Minimum der Einzelty-
pen, also (min(v, u — 1), v — 1), wie zu zeigen war.

Beispiel. Es sei

1
N(¢, 2) = P

Dann ist N((, z) vom Typ (4,2), also insgesamt (2). Dadurch wissen wir, dafl ;N vom
Typ (2,1), also (1), ist, nicht nur vom Typ (0). In der Tat ist 9N bis auf eine Konstante
gerade der Kern X aus dem Beispiel von Seite 92.

Analog erhalten wir einen etwas weniger guten Satz iiber den zu 9 adjungierten Operator.®

Lemma 29. Es sei A zulissig vom Typ (p,v). Dann ist O* A ebenfalls zulissig und vom
Typ (mln(:u_]-) V)? mm(,u—?, V_]-))

Beweis. Es sei A wie beim Beweis von Lemma 28 zerlegt in e! A A; + Ay mit e! A A;
vom Typ (u,00) und A vom Typ (v/,v) mit v/ > v + 1.

Den Operator 8&“ wenden wir mit Hilfe der Formel aus Lemma 14 an:

8;A:—i(6—%) U OA+ (n+a—q)dp 15 A,

fiir A vom Typ (q,0;7,s). Dabei ist dp g Ay = 0 wegen des Fehlens von e! in Ay. Die
verbleibenden Terme priifen wir einzeln:

5,0 By 61/\.A1 :80./41

ist mindestens vom Typ (u, u—2). Weiterhin zerlegen wir

Oe' NAY) =" Ne' ALLAL + ) @ net A LAy
k=2

8Das unterschiedliche Verhalten liegt daran, dafi der 9-Operator bei Anwendung auf nicht-tangentiale
Kerne wiederum nur auf nicht-tangentiale Kerne abbildet, wiihrend durch den 0* auf diese Weise tan-
gentiale Kerne entstehen konnen, die gegen einen niedrigeren Gewichtsfaktor integriert werden.



Weil wir 1(6 — ) = 52! ne! + > iy €’ A& schreiben kénnen, wie im Beweis von Lem-
ma 28, folgt

Lo 7y 5 (=P) 1 s o
;(ﬁ—g) iy 8(61/\./41) :Tel/\el iy [6 /\6 L

+Zej/\ej 13 [ Ae ALkAl]
—80( ) 1~A1+806 /\.A

wobei A aus e* 1 3L, A, entsteht und der zweite Kern daher Typ (u—1, 00) hat. Der erste
Kern ist vom Typ (¢, ) mit p/ > p+1

1 _ o _ B -
N3 ) 0= 3OS s L 306 A L
i

j=2 k=2

Der erste Term ist gleich 0, so daB es auch keine Rolle spielt, da8 L;A, unter Umstéanden
nicht zuléssig hiatte gewesen sein kénnen. Der Typ des zweiten Kerns ist gegeniiber dem
Typ von Ay um jeweils 1 verringert, also

— &0,

mit A}, vom Typ ('—1,v—1). Indem wir die drei Summanden addieren, ergibt sich ein
Gesamttyp von (min(v, p—1), min(u—2,v—1)) und damit die Behauptung.

1.5 Abbildungsverhalten zulissiger Kerne zwischen gewichteten
Raumen

Der anisotrope Typ aus Definition 24 ist gut geeignet, das Abbildungsverhalten der Kerne
zu studieren, wenn nur die Gewichtung im Ausgangsraum, nicht aber die Gewichtung im
Zielraum eine Rolle spielt, wie dies etwa fiir C*°- und C*-Regularitit der Fall ist. Wenn
wir jedoch betrachten méchten, wie diese Kerne auf Formen in gewichteten L?-Réumen
wirken, und in welchen L? ihr Bild liegt, dann miissen wir auch das Gewicht und die An-
isotropie des Bildraumes einflieen lassen. Wir verwenden dazu zunéchst eine Abwandlung
des Youngschen Lemmas fiir gewichtete L2-Riaume. Der Einfachheit halber verzichten wir
auf die Form mit allgemeinen Maf- und LP-Rdumen, und wir gehen durchgehend von A
in lokaler Darstellung aus mit

A )] SR CO B,

IR

Als Hilfsmittel definieren wir isotrope Rdume mit Gewichten:

Definition 30. Es sei L3, (D) der mit (—p)* gewichtete L*-Raum beziiglich der Norm
(3, d.h. wir definieren

11 i= [0 (F

D



und
L%;a(D> = {f : Hf”ﬁ;a < OO}

Dann gilt das folgende Ergebnis:

Lemma 31. Es sei X(C, z) mefbar und

-3 1K(C, 2)|5dl(C) < M fiir fast alle z,

w\z
u\

M\t‘o

/ )3 |K(C, 2 z2)|pdl(2) < M fiir fast alle ¢.

D

Dann ist der durch X mittels K f := / <f, f%dl(() gegebene Operator stetig
D

K : L} 5(D) — L3..(D)
fir alle ¥ < ¢ und k' > k.

Beweis. Aus dem Youngschen Lemma I 45 folgt zunéichst, dafl der Operator
A _ﬁ ar
K': »—>/ )2 ( 2<f,fK>ﬂdl(C)

von LQ(Z?) nach L?*(D) abbildet. Es s?i nun f € L3, Dann ist fi=(=p)2f e L also
auch K'f in L?. Damit hat (—r)~2 K’ f noch die gewiinschte Integrierbarkeitseigenschaft,
um im Raum L%};n zu liegen. Aus den Formeln fiir K" und K folgt, dafl

(—r)SK/f:/g,@ﬁdZ(g) = Kf.

Damit ist gezeigt, daB K : L3.4(D) — L3..(D). Die anderen Fille folgen hieraus, da jeder
Raum L7, stetig eingebettet ist in alle L2, mit o/ > a.

Das Kriterium von Lemma 31 ist nur die absolute Integrierbarkeit des aus X gewon-
nenen Kernes (—r)%(—p) 2%, um das Youngsche Lemma anwenden zu konnen. Falls
nun X selbst bereits eine geniigend hohe Potenz von (—p) enthilt, so daf kein negativer
Exponent verbleibt und der abzuschétzende Kern zuléssig ist, konnten wir auf unsere
Ergebnisse iiber zulédssige Kerne zuriickgreifen, insbesondere auf Satz I 62, der uns die
absolute Integrierbarkeit von Kernen mit positivem Typ sichert.

In der Tat konnen wir zeigen, daf} dies fiir alle zulédssigen Operatoren der Fall ist, die mit
Hilfe des a-Skalarprodukts gebildet werden:



Satz 32. Es sei a > 1 und A ein zuldssiger Kern, so daf

A(C, z) vom a-Typ (u,v) und
or NA(C, 2) vom a-Typ (i, V') ist.

Dann ist der zugehorige Operator Af := (f,A)q stetig
A L3(D) — L(D)
firl <9 <2a—1, k>1, falls
V—k<pu, V—r<v+l d9—r<py —1 und 9—r<V.

Beweis. Zunéchst iibersetzen wir die Aussage des Satzes, so dafl wir Lemma 31 anwenden
konnen. Es sei f € L. Dann miissen wir zeigen, dafi die Norm

JAfI2 % | [oriariae + [l aare

D D
~ [JAf(2)I15, + 110r A AF(2)| s (33)

beschrinkt ist. Dazu zerlegen wir A und Or A A weiter zu

/<f, af%dl +/<8p/\f,(—,0)°‘18p/\.A>ﬁdl(§)

or NAf(z /<f a@r/\A%dl +/<5p/\f,(—p)“—lt?p/\ér/\ﬂ>ﬂdl((),

also gilt

a 2 3 2
HAin 5 |’K1f||;7,‘i + HK2 ap/\ f||ﬁ7,‘i + ”Kg)fH;,nfl + HK4 ap/\ fH,@;f{fl’ (34>

wobei die Operatoren K; bis K, beziiglich # wie in Lemma 31 gebildet werden aus den
Kernen

Ky = (—p)°A, Ky := (—p)*~Lop N A,
Ky := (—p)*Or A A, Ky = (—p)*'OpAOr AA.

Fiir jeden Operator mochten wir Lemma 31 mit passendem Gewichtsfaktor anwenden.
DaB f € L3 ist, bedeutet zunéchst

feLlyy, und OpNfeLiy

Wir zeigen nun von den Summanden in (34) einzeln, daf sie in den richtigen Normen
beschrankt sind, also

Ky : L%,(D) — L2,.(D), Ky : L2, (D) — L2,(D),
K3 Ljy(D) — L3, 1(D), Ky Ly (D) — L3, (D).



Dazu bendétigen wir die in Lemma 31 geforderten Abschéatzungen fiir passende Gewichte.
Diese entsprechen der gleichméfigen Integrierbarkeit in beiden Variablen fiir die Kerne

K

K = (—r)5(—p)°2A und K 1= (=) 5 (=p)* 1T Op A A,

1

X = (=) T (=p)* 20r AA und K, = (—r)"T (—p)* "2 0r Adp A A.

Der Beweis von Satz 32 ist somit vollendet, falls wir zeigen konnen, daf jeder dieser Kerne
zuldssig vom Typ > 0 ist. Da die Voraussetzungen an x und ¢ sicherstellen, daf§ durch
die zuséatzlichen Faktoren keine negativen Potenzen der Randfunktion entstehen, folgt die
Zulassigkeit von K} bis X schon aus der von A. Es bleibt zu zeigen:

Lemma 35. Die zuldssigen Kerne X' bis K, haben jeweils echt positiven Typ.
Beweis. Wir nehmen die Kerne jeweils in lokaler Darstellung an, also

(=) (=p)°| B
ol P

Al = (36)

Der Beweis verlauft fiir die vier Félle beinahe identisch, es gibt nur kleine Unterschie-
de in den Gewichtsfaktoren und den Differentialen. Charakteristisch ist dabei, daf§ die
Kerne X’ und X/, nur ein geringeres Gewicht aus der Norm im Zielraum erhalten, dafiir
aber ein zusitzliches Or-Differential auftaucht, also nur der in z tangentiale Anteil des
Ausgangskern eine Rolle spielt. Analog erhalten XY und X, ein niedrigeres Gewicht im
Ursprungsraum, dafiir jedoch ein zusétzliches dp-Differential.

Wir zeigen zunéchst ausfiihrlich die Aussage fiir I/:
e Nach Voraussetzung hat (—p)*A Typ u, also
p=2n+min(2,t) — 2t' — 2tg + m, (37)

wobei wir t' :=t — o —y — 6 setzen. Den Typ von X/ nennen wir /i, er berechnet
sich als

9 — 9 —
g:2n+mm@j+13iﬁ—mﬂ+—zf)—%w+m. (38)

Falls ' > 2 und ¢’ 4+ %52 > 2 gilt, dann ist das Minimum in (37) und (38) jeweils 2,
und wir erhalten durch Bilden der Differenz beider Gleichungen

~

fr=p— (0 — k).
Falls ' > 2 und ¢’ + ’9%” < 2 gilt, erhalten wir

~

p=p+t—-2)-

v —K
5

Fiir ¢’ < 2 erhalten wir fiir den Fall ¢ + 19%’“ > 2

f=ptr2—t — (9 — k),



und im Fall #' + %3% < 2, daB

. "
ILL_/’L 2 *

> pu— (9 — k).

Wie man sieht ist es in allen drei Féllen ausreichend, ¥ — k < p zu wihlen, damit
XK echt positiven Typ hat.

e Die Rechnungen fiir die anderen Kerne verlaufen analog. Wir untersuchen noch fiir
K% den Fall der stiarksten Einschréankung:
Nach Voraussetzung hat (—p)®dr A A Typ v/, also

p' = 2n+min(2,t") — 2t — 2tg + m/,

wobei m’ die Ordnung des isotropen Anteils Or A €, bezeichnet und wir wiederum
t':=t—a—vy—0 setzen. Den Typ von K} nennen wir i/, er berechnet sich als

v—(k—1) v —(k—1)

[ =2n+ min(2,¢ + ) —2(t + ) — 2tg +m'.

Wir betrachten nur den Fall von ¢ > 2 und ¢/ + w > 2. Dann erhalten wir wie
zuvor aus der Differenz der Typgleichungen

f=p—0—-r+1).

Dies ist der einzige Fall, in dem eine Voraussetzung ,, Typ > 0“ nicht geniigen wiirde,
um sicherzustellen, daf ein Raum L? auf sich selbst abgebildet wird.”

e Insgesamt erhalten wir als Bedingungen, um echt positive Typen fiir die Kerne X,
bis K, zu sichern:
K} hat Typ > 0, falls ¥ — k < p,
K, hat Typ > 0, falls ¥ — k < v+ 1,
K% hat Typ > 0, falls ¥ —rk < p/ — 1,
X, hat Typ > 0, falls ¥ — rk </,

und die Voraussetzungen des Satzes sind gerade so gewéhlt, dafl diese Beziehungen erfiillt
sind.

Als einfache Konsequenzen erhalten wir:

9Der Grund hierfiir ist, dal der Operator K3 gerade derjenige Anteil von A ist, der nicht-tangentiale
auf tangentiale Formen abbildet, also Formen, die nur einer schwicheren Bedingung geniigen miissen, um
in L% zu liegen, auf Formen, die ein stirkeres Kriterium erfiillen miissen, um in L% zu sein.



Korollar 39. Es sei A zulissig vom a-Typ (u,v) > (0,—1) und or A A sei vom a-Typ
(i, V) > (1,0). Dann ist der zugehirige Operator stetig

A: L2(D) — LA(D).
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Satz 32.

Korollar 40. Es sei A zuldssig vom Typ (u,v) > (1,0). Dann ist der zugehdrige Operator
stetig

A:L2(D) — LA(D).

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem letzten Korollar, denn der Typ von Or A A ist
automatisch mindestens so grof3 wie der von A.

In den bisherigen Ergebnissen tauchen als Kriterien stets echte Ungleichungen auf. In
einigen Féllen ist auch fiir diese moglich, Aussagen fiir die Grenzfille zu gewinnen. Die
fiir uns wichtigste ist:

Satz 41. Es sei a > 1 und A ein zuldssiger Kern, so daf

A(C. 2) vom Typ (u,1) und
ar NA(C, 2) vom Typ (i,

sind, und in lokaler Darstellung von A komme kein P-Faktor im Nenner vor. Dann ist
der zugehorige Operator Af = (f,A)q stetig

A:L3(D) — L%(D)

firl <49 <2a—1, k > 1 auch bei Gleichheit in den Typbedingungen von Satz 32, also
falls
V—r<pu+l, 9—r<v, 9—w<py —1und 9—rk<V.

Beweis. Wir gehen zum Beweis genauso vor wie im letzten Satz und miissen in den
dortigen Bezeichnungen wiederum die gleichméfige Integrierbarkeit der Kerne X bis X
zeigen, was sich nur fiir den Fall, daf§ Gleichheit in der Typbedingung fiir u, v, ' oder v/
vom letzten Satz unterscheidet. Die zusétzliche Voraussetzungen sichern uns jedoch, dafl in
den Kernen kein Faktor P aber echt positive Potenzen von (—r) und (—p) vorkommen, so
dafl wir in der Situation von Satz I 55 sind. Dieser sichert, dafl die Integrale iiber K bis X,
gleichméBig beschrankt bleiben, so dafl wir wiederum aus Lemma 31 die Beschrénktheit
des Operator A folgern kénnen.

In Analogie zu den Korollaren 39 und 40 erhalten wir als Spezialfille von Satz 41

Korollar 42. Es sei o > 1 und A zuldssig ohne P-Faktor in lokaler Darstellung. Es sei
A vom Typ (u,v) mit u > 0 und v > —1 und Or AN A vom Typ (1',v") mit ¢/ > 1 und
V' > 0. Dann ist der zugehirige Operator stetig

A:L2(D) — LA(D).

Korollar 43. Es sei a > 1 und A zuldssig ohne P-Faktor in lokaler Darstellung und vom
Typ (p,v) mit p > 1 und v > 0. Dann ist der zugehirige Operator stetig

A: L2(D) — LA(D).



2 Der Dimensionswechsel

2.1 Eigenschaften

In [ABO 98] und [Lam 00] wurde eine Methode entwickelt, Fragestellungen in streng pseu-
dokonvexen Gebieten auf die Randwerte eines hoherdimensionalen Gebiets zu iibertragen
und dort gewonnene Losungen in Losungen des Ursprungsproblems zuriick zu iiberset-
zen. Wir fassen die wichtigsten Punkte dieser Konstruktion noch einmal ohne Beweise
zusammen. Falls nicht anders erwéhnt, gelte stets o > 1.

Definition 44. Es sei D CC C” streng pseudokonvex mit glatter Randfunktion r, wobei
dr # 0 auf bD. Dann definieren wir

D:={(z,w) €C"xC:z€Dundr(z) + lw|® < 0} cCctl.

Lemma 45. D ist wiederum ein streng pseudokonvexes Gebiet mit glattem Rand. Als
streng plurisubharmonische Randfunktion verwenden wir

F(z,w) = r(z) + |w|*.

Definition 46. Es sei f eine (0, ¢)-Form auf D, dann definieren wir eine (0, ¢)-Form f
auf D durch die konstante Fortsetzung von f, d.h. durch

f=7Fzw) = f().
Lemma 47. Fir f € L2(D) gilt f € L2_,(D) und

[1£1le = 1A llazs-

Entsprechend der Definitionsgebiete der Formen ist dabei ||f||, in D und ||f||,_, in D
zu bilden.

Definition 48. Den Ubergang aus Definition 46 betrachten wir als Operator ~: f — f.

Dann ist ~ beschrinkt (sogar isometrisch) von L2(D) nach L? (D), besitzt also einen
adjungierten Operator, den wir mit M, bezeichnen. Fiir alle f € L?(D) und g € L2 _,(D)
gilt

(f7 Mag)a = (f7 g)a—1~

Wir werden M, spéter zum Gewinn von Integralkernen benétigen. In Lemma 68 werden
wir auflerdem eine explizite Formel fiir die Berechnung von M, angeben.

Lemma 49.

i) Es sei f € domd C L2(D), dann gilt f € domd C L?_,(D) und

of = f.



i) Es sei f € dom@* C L2(D), dann gilt f € dom&*_, ¢ L2_,(D) und
5§f = 5271J;-
iii) Es sei f € domO, C LA(D), dann gilt f € domO,_; C L2_,(D) und

E‘;/f = Da—lf‘
Lemma 50. Zwischen M, und 0 bzw. 0* besteht der Zusammenhang: Fiir f € dom 0 gilt

Magf = 5Ma,1f,
und fiir g € domdf*_, gilt

Maé;lg = 5;Ma_1g.

2.2 Anwendungen

Aus Lemma 49 folgen einige Identitéten fiir die iiber die Metrik definierten Operatoren:
Korollar 51.

i) Es sei K der kanonische Lisungsoperator der 0-Gleichung im Raum L2 (D) und K,
der kanomnische Ldsungsoperator der 0-Gleichung im Raum L2 (D). Dann gilt fiir alle

fel?
I/<\oz-/f:f{oz—lf'

i) Es sei N, der Neumannoperator in L2(D) und N,_; der Neumannoperator in

L2 (D). Dann gilt fir alle f € L?
N/—-;:f = Naflf-

Beweis. Zum Beweis von i) zerlegen wir L? = ker 0 @ (ker 9)* und priifen die Identitit
auf beiden Summanden:

Es sei f € kerd C L2(D). Dann ist f € kerd c L2_,(D), also

—_——

5:[/{\04? = 5Kaf = f = 5Ka—1f‘
Es sei andererseits f 1 kerd C L2(D). Dann ist f L kerd C L?_,(D) und somit
I/i:? =0= Ka—lf'
Damit ist die Behauptung gezeigt. Behauptung i) konnen wir auf die gleiche Weise aus

den Definitionen folgern, oder wir verwenden 7) und die Formel N, = K, K} + K*K,, aus
Satz I 30, von dem wir spéter noch zeigen werden, dafl die Voraussetzungen erfiillt sind.



2.3 Tangentialitit und der Dimensionswechsel

Da bD reell (2n 4 1)-dimensional ist, D aber reell 2n-dimensional, kénnen wir nicht er-
warten, einen Eins-zu-eins-Zusammenhang zwischen L?(bD) und L2(D) zu finden. Wir
betrachten daher einen Teilraum von Formen, die sich durch eine charakteristische Eigen-
schaft in der zusétzlichen Variable w auszeichnen:

Definition 52. Es sei ¢ eine (0, g Form auf bD oder D. Dann nennen wir @ invariant,
wenn fiir alle Rotationen 7,(z,w) := (2, ¢"w) mit t € R und (z,w) € bD baw. (z,w) € D
gilt, daf3

T p(z,w) = @(z,w).

(bD),
D) den

Den Raum aller invarianten tangentialen L2-Formen auf bD bezeichnen wir mit Lfm}
den Teilraum der glatten Formen darin mit £ (bD). Analog bezeichnet C* (b
Raum der k-mal stetig differenzierbaren invarianten tangentialen Formen auf bD.

Beispiel. Invariante Formen sind unter anderem

e alle Formen f(z,w) auf D, die konstant in w sind, z. B. f fiir f € L2(D),
e die Formen wdw und 07,

e Tangential- und Normal-Anteil invarianter Formen,

o [, fiir jedes f € L2(D).

Nun erhalten wir den gewiinschten Zusammenhang:
Satz 53. Der Ubergang f — f, ist bijektiv zwischen C>(D) und €™ (bD).

Beweis. Klar ist, daB fiir glattes f auch f und damit f, wiederum glatt sind. Um die
Injektivitédt zu zeigen, nehmen wir an, es sei f; = 0. Dies bedeutet, daf dp A f = 0,
also, wenn wir nach Differentialen sortieren, insbesondere wdw A f = 0 auf bD, denn f
ist von w und dw unabhéngig. Es sei nun z € D, dann gilt in den zugehorigen Punkten
(z,w) € bD, daB w # 0. Also muB dort f(z,w) = 0 sein und damit auch f(z) = 0. Aus
Stetigkeitsgriinden setzt sich dies auch in alle Punkte z € bD fort.

Fiir die Surjektivitdt miissen wir zeigen, dafl wir aus jeder Form ¢ € gme. (bD) ein glattes
f € C=(D) zuriickgewinnen konnen, welches fi = @ erfiillt. Dies folgt aus der folgenden
Definition und dem anschlieBenden Satz.

Definition 54. Es sei ¢ € L2, (bD) reprisentiert durch die Form a(z, w)+b(z, w) Awdi,
wobei a and b kein dw-Differential enthalten. Dann definieren wir einen Operator R durch

R (2) == a(z,v/—r) — b(z,/—=7r) A Or.

Theorem 55. Der Operator R ist invers zum Uberga@g f — f.. Er bildet L: (bD)
surjektiv nach L2(D) ab und erhilt Glattheit, R : €™ (bD) — C>=(D).



Beweis. Zunéchst ist durch Definition 54 fiir jedes ¢ offensichtlich eine Form Ry auf D
gegeben. In [Lam 00] wurde bewiesen, daf diese die gleiche Norm in L3(D) hat wie ¢ in
L2 (bD).

mnu.

Zum Beweis, daf} fiir glattes ¢ auch f glatt ist, bendtigen wir zwei Lemmata aus der
Analysis einer Verédnderlichen:

Lemma 56. Es sei f(x) eine gerade Funktion in C?*(R). Dann ist die Funktion

F(z) = f(V7)
C*-glatt fiir x > 0 bis in den Ursprung.

Lemma 57. Es sei f(x) eine ungerade Funktion in C**Y(R). Dann ist die Funktion

F(z) = M

T

in C*(R) inklusive des Ursprungs, und F ist eine gerade Funktion.

Beweis (Fortsetzung Theorem 55). Nun kénnen wir den Beweis von Theorem 55 beenden.
Falls z € D, dann gilt r # 0 und w # 0 in einer Umgebung von z, also sind /—r und %
dort glatte Funktionen und f = Ry also glatt nach der {iblichen Kettenregel.

Es sei also zp € bD. Wir wihlen zunéchst lokal geeignete Koordinaten ® : (z,t) — z, so
dal t = —p(z) gilt und eine Umgebung U(zy) N D als Bild eines Produkts V' x [0, ¢) unter

& dargestellt wird. Eine Umgebung W C bD des Punktes (zg,0) ist dann gegeben als
W ={(®(z,t),w) :z €V, t€[0,e), lw|* = t}.

Wir zeigen zuerst die Glattheit von Ra in diesen Koordinaten. Zunéchst ist a(z,w) nun
dargestellt als
a'(x,w) = a(@(m, |w|2)’ w)’

und die Wirkung von R auf a ist
(Ra)(z,t) = d'(z,V1).

Nach Voraussetzung ist a’ glatt in beiden Argumenten, insbesondere auch im Realteil von
w, den wir mit y bezeichnen. Damit ist Ra(x,y?) glatt in x und y. Da a’ aber eine gerade
Funktion im zweiten Argument ist, ist es nach Lemma 56 auch glatt in dessen Quadrat,
d.h. Ra ist glatt in ¢ bis zum Nullpunkt, der dem Punkt 2y € bD entspricht.

Fir b A wdw verwenden wir zunéchst die gleiche Konstruktion, allerdings wissen wir
dabei nur, dafl wb glatt ist, so dafl wir zum Ergebnis kommen, dafl yt/(z,y?) glatt in y
ist. Nach Lemma 57 ist dann aber auch ¥'(z,4?) eine glatte Form und zudem gerade, so

dal wir wiederum Lemma 56 anwenden koénnen und das gewiinschte Ergebnis auch fiir
Rb erhalten.

Indem wir genauer auf die Regularitétsklassen achten, konnen wir das Resultat noch etwas
prézisieren:



Definition 58. Es sei C*! der Raum der Formen f(z,w) im oben eingefiihrten De-
finitionsgebiet, die insgesamt C*-differenzierbar und in der Variablen y := Rew sogar
C'-differenzierbar sind.

Theorem 59. Es sei ¢ € C*(bD), und o (x,w) und b'(z,w) A wdw seien wie im Beweis
von Theorem 55 gebildet. Es gelte a' € C*?* und ¥ A wdw € C*?**1. Dann ist Rp €
C*(D).

Beweis. Der Beweis verlduft identisch zu dem Beweis von Theorem 55. Wir erhalten,
daB a(x,y?) € C*?*. Daraus folgt, daB a(z,y) € C** und damit Ra € C*(D). Ebenso
ergibt sich, dafl yb(x,y?) € CH*F1 also b(x,y?) € C*?* und b(z,y) € C**. Auf diese
Weise folgt Rb € C*(D).

Beispiel. Der Verlust von Regularitét im Anteil mit wdw 188t sich nicht vermeiden. Ein
Gegenbeispiel zeigt, daf fiir Formen schon die Beziehung C?, (bD) — C°(D) verletzt ist:
Es sei

p(z,w) = w5 (lw[*0p — [9p|*wdw).

Diese Form ist tangential, invariant und stetig auf bD fiir 0 < ¢ < 1, aber es ist

—14e —

Rp = (—p)~2 Op,

und dies ist nicht stetig nach bD fortsetzbar.

Fiir Funktionen kann dies nicht passieren, sondern wir erhalten

Korollar 60. Fir Funktionen ist der Ubergang f — f, fir alle k € N U {0} eine
Bijektion zwischen C*(D) und C*(bD).

Beweis. Dies folgt aus dem vorherigen Satz, da Funktionen keine Differentiale enthalten
und in der Zerlegung somit b = 0 gilt.



3 Gewinn von Operatoren und Integralkernen

3.1 Transformiert zuldssige Operatoren und Kerne

Mit Hilfe des Dimensionsiibergang kénnen wir einen Operator T : C (D) — C(D), welcher
Randwerte besitzt, in einen Operator T? : C'(D) — C(bD) iiberfithren, indem wir fiir alle
f € C(D) setzen: T f=Tf ‘ .- Der Integralkern dieses Operators wire eine Form iiber

D x bD, also die Randwerte einer Produktform in D x D. Um auf bekannte Ergebnisse
zuriickgreifen zu kénnen, ist es jedoch vorzuziehen, einen Integralkern in einem Produkt-
gebiet mit gleichen Faktoren zu verwenden. Wir gehen daher von einem Kern auf D x D

und Operator T : C(D) — C(D) aus, von dem wir dann jedoch zusitzlich die Invarianz
der Randwerte im Bildraum fordern miissen:

Definition 61. Gegeben sei ein Operator
T: (D) — C(D)

mit Randwerten

T : C(D) — C(bD).

Wenn fiir alle f € C (B) die tangentiale Form T?f invariant auf D ist, dann induziert
T einen Operator

T : C(D) — L2(D)NC(D) fiir alle o > 0
durch
Tf|, =Tf dh  Tf=RTF
Bemerkung. Dafl T'f € L2(D)NC(D) ist, ergibt sich aus dem Beweis von Theorem 55,
denn fiir stetiges T?¢g ist /=rT'f € C(D) und or ANT'f € C(D). Falls T'f eine Funktion
ist, gilt sogar T'f € C(D).
Lemma 62. Der Integralkern eines so gewonnenen Operators T' ist gegeben durch

T((,2) = RMLT(C, & 2, w),

wobei M, gegeben ist durch Myf := M,f und beziglich ((,€) wirkt; R und wirkt nur
beziiglich (z,w). T° ist der Kern des Operators T, also eine Form auf D x bD.

Beweis. Aus den Definitionen ergibt sich

(f,T)a =T'f =RTf|, = RT'f = R(f,T)ac1 = R(f, MaT")a = (f, RMoT?).,



3.2 Anwendungen

Satz 63. Es sei K,, der kanonische Lisungsoperator der O-Gleichung in L2(D) und Ko,

der kanonischen Lisungsoperator in L2 (D). Ebenso seien N, und N,_; die Neumann-

operatoren in L2 (D) bzw. L? (D). Dann gilt — sofern die die linke Seite jeweils definiert
1St —

(Kg—l)/f = Kotfa und (Ng—l)/f = Nafa

wobei K | den Operator der Restriktionsrandwerte von K,_y bezeichnet. Wir kénnen
also den kanonischen Ldsungsoperator aus den Randwerten des Ldsungsoperators der um
1 erhohten Dimension gewinnen.

Beweis. Wir wissen bereits aus Korollar 51, daB Ko_,f = R:? fiir alle f € L2(D) und
insbesondere invariant. Indem wir auf beiden Seiten die tangentialen Randwerte bilden
und R anwenden, folgt die Behauptung. Auf die gleiche Weise zeigen wir die Aussage iiber
N,.

Satz 64. Es sei;‘Ka der Integralkern von K, und fka,l Eler Integmlkefn von I:{a,l. FEbenso
seien N, und N,_1 die Integralkerne von N, bzw. N,_1. Falls X und N Randwerte
besitzen, gilt

xa(ga Z) = RMangfl(Ca f; Z, ’LU)
und
Na(gv Z) = RMQNZL*I(C7 5; <, U)),

wobei 5(2171 und Ng,l die Kerne der Randwerte von Ka_1 bzw. No_y bezeichnen.

Beweis. Dies folgt aus Satz 63 durch den Ubergang zu Integralkernen.

3.3 Verhalten zulissiger Kerne

Wir mochten nun die Methode des Dimensionsiibergang fiir zulédssige Kerne benutzen.
Insbesondere méchten wir explizite Ausdriicke fiir diese zur Verfiigung haben, um sie
mit den abstrakten Aussagen der Theorie vergleichen zu kénnen. Fiir eine Teilklasse von
Kernen wird uns dies vollstiandig gelingen.

Definition 65. Es sei A((, 2) ein zuldssiger Kern auf D x D, der uns in expliziter Form
durch die iibliche Darstellung wie durch Gleichung (41) in Abschnitt I gegeben ist. Aus
dieser Darstellung bilden wir einen Kern A((, &, z,w), indem wir alle Vorkommen von
p durch p, von v durch v etc. ersetzen. Der Term F,, in A sei so beschaffen, dafl diese
kanonische Ersetzung auch fiir ihn méglich ist, das Ergebnis nennen wir E,,.

Wir gehen davon aus, daf3 A zumindest als Operator auf & Randwerte auf bD be-
sitzt, die wir mit AP bezeichnen, und setzen voraus, daB der zugehorige Operator
Ab: &(D) — C*(bD) invariante Formen auf invariante Formen abbildet. Den Operator,
den A’ nach Definition 61 auf D induziert, nennen wir dann A’, seinen Kern A’((, z).



Bemerkung. Da wir fiir die explizite Darstellung von AP keinen Faktor 7 benétigen und
P = R? auf dem Rand, bleibt die Aufgabe, Kerne von der Struktur

Ab — (_ﬁ)(s,&tl /l:)t217*t31:}*t4 EﬁmR72to (66)

zu untersuchen. Differentiale tauchen dabei nur im E,,-Anteil auf. Es zeigt sich jedoch, daf
ein allgemeiner Kern dieser Art noch zuviele ,nicht-explizite“ Bestandteile enthélt, um
eine gute Beschreibung von A’ zu gewinnen. Statt den allgemeinsten Fall zu behandeln,
demonstrieren wir im folgenden die Methode anhand einer speziellen Teilklasse, die aber
zumindest alle expliziten Kerne umfafit, welche in dieser Arbeit auftreten:

Definition 67. Es sei A ein zuldssiger Kern von geeigneter Form, so dafl A’ definiert ist,
und in lokaler Darstellung sei

<_p)6Em
vigk

A¢ 2) =

Y

also tg = t3 = t4, = 0 in Formel (66). Es gelte j —a —d — 2 € N. Bei Bilden des isotrope
Anteil E,,((,&; z,w) sei dieser eine Summe von Termen von der Form

e &.(C2),
o« 9 AEL(C2),
o wdé NEL(C,2),
o dw N EL(C,2),
o dENdwANE(C2),
wobei 8;(( ,z) jeweils fiir einen isotropen Kern steht, der von £ und w nicht abhiingt.!

Die Ordnung m der verschiedenen Summanden muf} dabei nicht iibereinstimmen. Dann
nennen wir den aus A° (und damit aus A) entstehenden Kern A’ transformiert zulissig.

Wenn der Kern A vom a-Typ (p, v) ist, nennen wir auch A’ von diesem Typ.

Wir bestimmen nun den Kern A’ durch Anwendung der Operator R und M, so weit wie
moglich. Dazu benétigen wir zunéchst eine Formel, wie der Operator M, auf (¢, 0)-Formen

wirkt.
Lemma 68. Es sci g € Li’;’logl([)) zerlegt in g(C,&) = a+ d§ Ab, wobei a und b kein
d&-Differential enthalten. Dann gilt

Moo == [ =iy (alrvp

|T)<1

10Djese Formen von E,,-Termen sind in der Tat die fiir uns wichtigsten, insbesondere umfassen sie alle
Terme, die durch die Operator J¢ oder 0. aus den Kernbestandteilen p, 7, v etc. entstehen. Auch typische
Fehlerterme, wie sie etwa durch die Beziehung v* — v = &; entstehen, sind enthalten, denn v* —v = v* —wv
und ist damit ein €3-Term ohne Abhéngigkeit von & und w.



Beweis. Der Beweis ist eine einfache Umformung der Definitionen und findet sich z.B.
in [Lam 00].

Definition 69. Wie man sieht, besteht die Wirkung des Operators M, aus einer Substi-

tution
§ = TV=p

und einer anschliefenden Integration iiber 7. Wir benennen diese Stufen einzeln durch

M'g (¢, 7)== a(l, 7v/=p) Ip AND(C, T/ —p)

-
V=p
fiir ein g = ¢((, &), das wie oben zerlegt sei, und

a—1

MPh(C) =

[ =i h e

|T|<1
fiir h = A(C, 7).
Korollar 70. Es gilt M, = M?M?", und sowohl M" als auch M? kommutieren mit R.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Operatoren. Da R nur
eine Substitution in w ist, withrend M,, M* und M? in £ wirken, beeinflussen sich ihre
Wirkungen gegenseitig nicht.

Wir untersuchen nun, wie ERM auf einen zuldssigen Kern von obiger Gestalt wirkt. Dabei
betrachten wir zunichst M! und R. Beide sind Substitutionen, d.h. wir kénnen sie auf
jeden Faktor einzeln anwenden:

Lemma 71. Es sei a = a((, z) definiert durch

VT

v

a =
Dann gilt

o RIS = p(1— |7,
o RM'o = (1 —a7),
o RM'% = 9(1 —ar).
Beweis. Wir setzen jeweils in die Definitionen ein. Es ergibt sich
RM'p=RM (p+[¢") = p+ |7 (=p) = p(L = |7]"),
RM's = RM' (v — w) = v — Tv/—rv/—p =v — Tav
RM'o = RMY (0 — &) =0 — 7/—1\/—p =0 — TG0

v(l — Ta),

(1 —7a).

Es bleibt noch, das Verhalten der isotropen Anteile unter RM*' zu untersuchen.



Lemma 72. Wir unterscheiden verschiedene Fille fir E,,, analog zu Satz 73. Es gilt
dann

e RM'E' =F',

RINOp A EL(C,2) = (1= |r2)dp A B,

RMYwdé NE!(C,2) = T(_r>a,0 NE!,

av

RMédw AN E! (¢, 2) = Tmér NE

av

_ 1 _
RMYd¢ Ndw NE! (¢, z) =T7—0pANOr NE,.
av
Beweis. Der Beweis ist jeweils direktes Ausfithren der Substitutionen M* und R.

Schliellich gelangen wir zum eigentlichen Ergebnis dieses Abschnitts:

Satz 73. Es sei A zulissig und von einer Form, so daf A" definiert und transformiert
zuldssig ist. Der Term E,, sei zerlegt in

E,=FE'"+0p A E? +wdé N E? + &dw A E* + dé A\ do A E°,

wobei E' bis E° jeweils isotrop sind, nicht von & oder w abhdngen und auch nicht die
Differentiale d§ oder dw enthalten. Dann ist

—p)d ,
A= SO ey 0P+ oo £ B2

+ (=1)PsOp A E® + (—p)PyOr A E* + Ps A Op A Or A E5>.

Dabei sind Py bis Py Polynome in (1—2|a|’) vom Grad j—a—6, normiert durch P;(1) = 1.

Beweis. Indem wir die Substitutionen kombinieren, wissen wir bereits, wie RM LAY aus-
sieht. Fiir den Beweis verbleibt also nur von die Integration M? auszufithren. Die Rech-
nungen sind sehr &hnlich zu denen in [Lam 00], auf die wir bereits an anderer Stelle
verwiesen haben. Zunéchst faktorisieren wir alle Terme, bis nur noch Ausdriicke, die 7
enthalten, unter dem Integralzeichen stehen. Exemplarisch fithren wir dies fiir die Terme
mit £}, und wdé A E2, durch, fiir welche wir erhalten:

i P Ey o= 1(-p)E}, / ( A=)

ook T vk 1 —a7)i(1—ar)*
|r|<1
qup CP RN B, a—1(=p)'p N B (=7) / Q=P e
L T viTk av (1 —ary(l—ar) .

|7|<1



Die anderen Terme werden analog gebildet und wir erhalten

I a—1 (_p)6
A Ca—0—1 vigk

(=r )0p/\E3/+I/+5 2]k( )a NEL+ 1T, 5 2007 ap/\ar/\E,>,
va

<[a+6—2,j,kE¢1n + Lots-250p N E2,

/
+Ia+5 2,5,k

wobel

. l—;l / : (1- |7'|2)l a,

1 —a7)i (1 —ar)*

|T|<1

RS N N i
lg = T / (1 —a7)i(1 —aT)’“dl( )

|T|<1

Aus Satz II 48 im Fall des Einheitskreises fiir n = 1 erkennen wir, daf} sich die Ausdriicke
I ) and I} ; , wie maximal (1 — |a|*)!+277=% verhalten werden. In der Tat identifiziert eine
ausfiihrlichere Analyse in [Lam 00] die Integrale als hypergeometrische Funktionen: Es ist

Ljk=F(;k, 1+ 2 |a|2)
welche wir iiber bekannte Relationen iiber F' umschreiben konnen zu

= (1—|a YT FEU+2— 5,1+ 2— k1 +2,]a])

F(] — 11— 1)F(j) 2\ [4+2—5— I+1,l+2—j—k 2
— 1 — +2—j kP‘Jr J+2—7 1—-9
T e LR A IR IR LT )

fiir j — [ — 2 € N. P%? steht dabei fiir die Jacobi-Polynome [Sze 75], die durch

pera) = U0 o1 e (1w ). (74)

gegeben sind. Die genaue Form bendétigen wir an dieser Stelle jedoch noch nicht.

Durch partielle Integration des Integralausdrucks erhalten wir weiterhin

PP A
Lik = 149 I4+1,+1,k

L' —1-DI'() N 14+2—j—k pl+2l+2—j—k 2

_ 1— +2—j kP-+ A+2—y 1—2
Ryl R L 2lap)

so daf} beide entstehenden Polynome den gleichen Vorfaktor haben und auch die auftre-
tenden Nenner iibereinstimmen.

Indem wir die sich ergebende Terme einsetzen, die Konstanten in die Polynome aufnehmen
und 1 ausklammern, folgt die behauptete Form des Kerns. Aus der Definition von I,
oder der Formel fiir P entnimmt man durch eine einfache Rechnung, daf} fiir z € bD
(also @ = 0) I;;; = 1 gilt. Bei Bilden der Randwerte verbleiben nur die Terme mit E*
bzw. E? im Kern; diese entsprechen gerade dem Ausgangskern A°.

Ebenso sieht man, dafl P**(z) = % fiir = —1. Daraus ergibt sich der Wert fiir

la| =1, wo I, ; singulér wird.



Indem wir die Polynome nach ihren Potenzen zerlegen, konnen wir noch einen weiteren
Eindruck gewinnen, wie die Singularitit des Kerns A’ tatséchlich aussieht:

Lemma 75. Es sei
2
7t = of? = (=p)(=1),
dann ist fiir jedes Polynom P;_, vom Grad j — o:

Qk @ s —2s s—s' s—s’
( |a| )a Jj— kP (1_2| | JZZ , ) (—P) (—7“)
j—« Qk Cs,s N4

o2(—a)—2s
s=0 s'=0

mit reellen Konstanten cs . Dabei sind insbesondere alle Exponenten auf der rechten Seite
nichtnegativ.

Beweis. Da

2 o
1—’@‘ :W

und
o (=p)(=1)
o] o]

ist, folgt die Gestalt des Kerns durch Einsetzen in die Polynome und Ausmultiplizieren.

1—2la* =

Den Term o2 kénnen wir dabei noch etwas genauer charakterisieren durch:
Lemma 76. Auf D x D gilt
o? < R,

aber fir jedes kompakte K C D gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daff fir alle
((,2) € D x K oder ((,z) € K x D gilt

o? > cR2.

Beweis. Weil wir gegen R? abschiitzen wollen, miissen wir nur in der Niihe der Diagonalen
A ={(¢,z) € D x D:( =z} arbeiten. Dort schreiben wir v = v* + €3 = —r + F* + &3
und ¥ = —r+ F*+&;, wobei F das in Definition I 34 eingefiihrte Levipolynom bezeichnet,
und erhalten so

0% = |vf* = (=p)(-7)
= (—r+F* 4+ &) (—r+F*+ &) — (=p)(—7)
= (=) (=1 + F* 4+ F*) = (=p)(=r) + [F*[* + &
= |F*[* + (—=r)R* + &3, (77)
denn mittels Taylor-Entwicklung folgt, dal —r+ F* + F* = —p+ R?+ &3. Der erste Term
in Gleichung (77) ist positiv und verschwindet in den Tangentialrichtungen von vierter,

sonst von zweiter Ordnung. Die Randfunktion (—r) ist auf K gleichméfig durch eine
Konstante ¢ > 0 nach unten beschrinkt, also folgt die Behauptung fiir (¢,z) € D x K.

Der Fall von ((,z) € K x D folgt auf gleiche Weise aufgrund der Symmetrie von o2 in

den Variablen ¢ und z.



3.4 Integrierbarkeit transformiert zulissiger Kerne

Aus den vorherigen Betrachtungen wissen wir, dafl ein transformiert zuldssiger Kern, der
in L? gebildet wird, in lokaler Darstellung aus Summanden der Form

=) B (0 [l (o) (—r)
T(C 2) == vigh o2k o2s+2s "
=:T71(¢,2) ::‘T;?C,Z)

besteht, wobei v, 46, j, k,m,s,s" > 0 sind. Die Bezeichnungen der Parameter sind dabei
analog zu den vorherigen Kapiteln gewahlt sind, ihre Werte miissen aber nicht die gleichen
wie die des Ursprungskerns A sein.

Wie man sieht, hat der J;-Anteil die Struktur eines zuléssigen Kerns. Wir bezeichnen
diesen Anteil im folgenden auch als zuldssigen Anteil des tranformiert zulédssigen Kerns.

Der Faktor T, besitzt aufgrund des Ausdrucks o? im Nenner eine Singularitit auf der
gesamten Diagonalen A = {¢ = z}, nicht nur wie zuldssige Kerne auf der Randdiagonalen,
und wir nennen FE,, Ty auch den singuldren Anteil von T. Dafl wir F,, dabei mir T,
zusammenfassen liegt daran, dafl T, in seinem Verhalten einem isotropen Operator dhnelt,
und wir insbesondere die Stéirke der Singularitdt durch Abschéatzungen mit dem isotropen
Anteil F,, reduzieren konnen.

Zunéchst miissen jedoch untersuchen, unter welchen Bedingungen ein transformiert
zuldssiger Kern T((, z) iiberhaupt integrierbar ist, wobei unser spéteres Ziel sein wird,
aus transformiert zulidssigen Kernen Operatoren in LP- und L2-Riumen zu gewinnen.

Satz 79. Es sei T((, z) ein Integralkern von der Form (78) mit

i) 28—m <2n, wobei§:=s+s +k.

Der zulissige Anteil T1((, z) habe den Typ A mit

it) A >0 oder

i)y A\>0undy>0,6>0.

Dann ist |T(C, z)| in beiden Variablen gleichmdfig integrierbar, d. h. es gibt eine Konstante

M, so dafs

/ (¢, 2)] di(C) < M (x.)

und
17l i) < (150

Beweis. Wir untersuchen zunéchst unabhéngig von den Voraussetzungen, wie der Kern
T beschaffen sein muf}, damit das Integral existiert und beschréankt ist. Von den so ge-
wonnenen Kriterien zeigen wir dann, dafl sie in unserer Situation tatséchlich erfiillt sind.



Fiir den ganzen Beweis fixieren wir eine geniigend kleine Umgebung U von A in D x D.
Da T auBerhalb von U stetig bis zum Rand und somit beschréinkt ist, reicht es fiir den
Nachweis von (s%,) und (s*¢), in U zu arbeiten. Fiir festes z bezeichnen wir mit U, die
Punkte ¢, so daf8 (z,¢) in U liegt und analog definieren wir U, bei festem (.

Entscheidend beim Beweis der Integrierbarkeit ist, daB wir U in zwei Teile zerlegen
konnen, auf denen 7 sich unterschiedlich verhélt. Es sei
D' :={(¢z)eU:0">
D? .=U\ D

[0},

Wir verwenden die Schreibweisen D! und D? bei festem z, wenn wir die gleiche Zerlegung
auf U, anwenden, ebenso D} und D? bei festem (. Da o? auf A verschwindet, aber v
keine Nullstelle im Innern des Produktgebiets hat, ist klar, daB A C D? liegen mu8.
Zur genaueren Charakterisierung dieser Teilmengen beweisen wir zunéchst zwei niitzliche
Lemmata:

Lemma 80. Wenn U klein genug gewdhlt ist, gilt
1
o> 2(=p) ol = ()
auf ganz U.

Beweis. Nach Definition von v ist in einer Umgebung von A
20| >v+0=(=p)+ (—p+ F+F)=(—p)+ (—r) + R* + &s.

Wenn nun U klein genug gewihlt wurde, dominiert der positive R*-Term auf ganz U
gegeniiber €3 und die Behauptung ist gezeigt.
Lemma 81. Es sei ((,z) € U. Dann ist jede der Bedingungen

a) (—r) > 8(—p) oder

b) (—p) > 8(—r) oder

c) lv| > 4(—p) oder

Qo > 4(—r)
hinreichend dafiir, daff ((,z) € D" ist.
Beweis. Aus a) oder ¢) in Verbindung mit der ersten Ungleichung von Lemma 80 folgt,
daf

1

SIol? = (=p)(=7)

also 0% — %\U\Q > 0 und somit (¢,2) € D'. Analog folgt aus der zweiten Ungleichung von
Lemma 80 der Beweis im Fall von b) und d).



Wir beginnen nun den eigentlichen Beweis von Satz 79. Um zunéchst (x%,) zu beweisen,
zerlegen wir das verbleibenden Integrationsgebiet U, = D! U D%

[iao=[mao + [mao

g g

=:I1(z) =:15(z2)

und zeigen die Beschrénktkeit beider Integrale einzeln.

Im Gebiet D! gilt nach Definition o2 > |v|?, nach Lemma 80 also auch o2 > (—p)(—r),
und somit gibt es eine Konstante C, so dafl |T5((, z)| < C. Daraus folgt

—0) (=) E, [ 0PN o] (=p) (=)
W):/< QUCI |<|U|2k> o o ()

Dl
[ == IBl
~ vipk '
Dl

Der verbleibende Integrand ist also ein zuléssiger Kern, und die Beschrénkheit des Integral
folgt aus Satz I 50, falls er Typ > 0 hat, bzw. aus Satz I 55, falls er Typ > 0 hat und
echt positive Potenzen von (—p) und (—r) enthélt. Die Voraussetzungen ii) bzw. ii’)
entsprechen gerade diesen Kriterien, also ist I;(z) gleichméfiig beschrinkt durch eine
Konstante M.

Es bleibt, die Beschriinktheit des zweiten Integrals zu iiberpriifen: Da in D? aufgrund von
Lemma 81 keine der dortigen Bedingungen a) bis d) erfiillt sein kann, erhalten wir in
Kombination mit Lemma 80

1

5(—/)) < [v] < 4(=p) < 32(—1),

S(=1) ol < 4(=) < 32(~p),

so dafl (—=r) ~ |v| ~ (—p) gilt. Wir konnen daher alle derartigen Faktoren des Kerns
T1(¢, z) und den Zéhler von T5((, z) gegen Potenzen von (—r) abschéitzen und erhalten

_ 6_T7Em U2k 1)25— s _TSI
W):/< p) Em,k)' |<|U|2k> v (UQQS(/ )

D2

z

| Enm|

S (_T)W(Sijikﬁg 528

Y

(82)

wobel wir § := s+ ¢’ + k gesetzt haben. Der Exponent von (—r) kann dabei positiv oder
negativ sein, doch alle bei der Abschitzung auftretenden Konstanten sind unabhéngig von
z. Fiir die Beschrénktheit des Gesamtausdrucks ist es daher ausreichend, dafl das Integral
sich nach oben durch eine Potenz von (—7) abschétzen 148t, deren Exponent mindestens
—(vy+6—7—k+28) ist.

Um dies zu beweisen, benétigen wir ein weiteres Lemma, das wir jetzt schon etwas allge-
meiner formulieren, als fiir diesen Spezialfall nétig:



Lemma 83. Es sei Py(z) :={¢ € U, : 0 < d} die o-Kugel vom Radius d um z. Dann gilt
fiir d :== c¢(—r) und ¢ konstant, daf

E,.||F* o
’ T:;_|2|§ ’ 5(_7,)n+1+l+2 257

Py(z)
falls 25 — 1 — m < 2n, wobei F*((,z) = F(z,() das Adjungierte zum Levipolynom ist.

Beweis. Fiir jede kompakte Teilmenge K von D und z € K ist 02 < R? nach Lemma 76.
Da (—r) in K nach oben und unten durch echt positive Konstanten beschrankt ist, miissen
wir hier nur zeigen, dafl das Integral iiberhaupt existiert. Dazu schétzen wir ab:

* l
|Em| |F | < / |Em—&:l| < M

028 ~ R23 ~ ’
Py(z) {¢ceD:|¢—=|?<d?}

denn der entstehende Kern ist isotrop und nach Voraussetzung ist seine Ordnung minde-
stens —25 +m + 1 > —2n.

Auflerhalb von K konnen wir voraussetzen, dal z nahe genug an 0D liegt, so dal dr # 0
und Or # 0 sind. Dann verschwindet

* * 1 7 =)
dcRe F* AdeIm F* = Q—inidC A rdl + €,

dort ebenfalls nicht, und wir konnen z; = Re F* und 2o = Im F™ bei festem z als
Teil eines Koordinatensystems wihlen. Dieses vervollstdndigen wir wie iiblich durch z =
(x3,...,T2,), so daB z in den Nullpunkt iibergeht.

Aus dem Beweis von Lemma 76 wissen wir, dafl in der Ndhe von A
o? 2| + (=) R

gilt, und indem wir dies in neuen Koordinaten schreiben, erhalten wir

| El|F*|f / R™ (a3 + 23)2
—dl < ~dl(x).
/ 028 (O3 (22 + 23 + (—7r)R2)5 (z)
Py Py

Wir betrachten zunéchst den Fall, daf§ 26 — [ — m > 0 gilt, dann kénnen wir den Nenner
auf die iibliche Weise abschétzen:

m m

(@2 4+ 22+ ()R’ 2 (a2 + 22)2 (22 + 22 + (—r)R?)* 2% (—r) ¥ R™

und R? > ||Z])*, so daB wir erhalten

< (-2 dl(x) '
= IJ/(JC%I%WL(—T)H@HQ)@_Q_T;

d



Wir renormieren die Koordinaten, indem wir y; = 12y und y» = 12y setzen. Fiir

d d
| =3,...,2n setzen wir y; = @ x;. Das Definitionsgebiet P, ist beziiglich der neuen Ko-

ordinaten dann einfach eine gewhnliche Kugel vom Radius 1. Fiir die Volumenelemente
gilt dl(z) = d*(—r)~ " Vdi(y), also

< @2n(—p)~(-D-% / di(y) :
~ d25—l=m (2 4+ 92 + |72 5—5—% ’
50 (yi +v3 + [|9]])

und da wir d ~ (—r) gewéhlt hatten, ist dies

< (_T)n+1+l+%—2§ di{?/? .
SR

B1(0

Es war vorausgesetzt, dafl 25—[—m < 2n; der Exponent des Nenners ist also kleiner als die
reelle Dimension der Kugel B;. Damit ist das Integral durch eine Konstante beschrankt
und der Beweis des Lemmas beendet.

Falls 25 — [ < m gilt, schiitzen wir nur (22 + 22 + (—r)R2)* > (22 4+ 22)2(—r)* 2 R% L ab
und erhalten

R™ (22 —l—x%)% eyl _23
_dl(z) < (—=r) %2 [ R™M2341(x).
/ (22 + 23 + (—7r)R2)3 (@) 5 (=n) / (@)
Py Py

Wegen o > (—r)R? gilt in Py sicherlich R™+=28 < gm+=238(_p)=% 3+ alg0

< AR E / 1 di(z),

Py

—(n—1)

und da wir bereits wissen, dal das Volumen von Py sich hier wie d**(—r) verhalt

und d ~ (—r) gilt, verbleibt

S/ (_7,)n+1—&-l—i-%—2§7

wie zu zeigen war.

Beweis (Satz 79 — Fortsetzung). Wegen Lemma 81 gilt in D!, dafi 02 < 8(—r)?, also ist
D! C Py(2) mit d = v/8(—r). Durch Voraussetzung i) ist sichergestellt, da 25 —m < 2n
gilt, so dafl wir Lemma 83 mit [ = 0 anwenden konnen.

Nun folgt die Beschrinktheit von (x%,), wenn wir nachpriifen kénnen, dafl keine nega-
tive Potenz von (—r) verbleibt, wenn wir das Integral abgeschétzt und das Ergebnis in
Gleichung (82) eingesetzt haben. Dazu rechnen wir nach

(n+1—2§+%) (46— —k+29)

m
=ntl4y+i—j—k+3



und, da aus der Typgleichung insbesondere A > 2n +2 — 2(j +k — § — v) + m folgt, also

A

> —=2>0.
=5 =

Damit ist der Beweis von (kx,) vollstandig.

Der Beweis von (x*:) 148t sich analog zu diesen Rechnungen fiihren, denn es tauchen
nur positive Potenzen der Randfunktion auf, so dafl die Rollen von ¢ und z in allen
Betrachtungen und Abschétzungen vertauschbar sind. Auch das Analogon von Lemma 76
bei Integration beziiglich z gilt, da wir |F*(z,{)| = |F (¢, 2)| und F((, 2) = €2 — F*((, 2)

einsetzen konnen.

Wir verwenden dieses Ergebnis zur Einteilung transformiert zuléssiger Kerne in Integrier-
barkeitsklassen:

Definition 84. Es sei T((, z) ein Integralkern in der Form vom (78). Dann setzen wir

Ai=2n+2-2(j+k—~v—=9)+m, (also der Typ von T1((, 2)),
l:=2n— (25 —m),

und nennen [\, ] den transformierten Typ von 7.

Einen beliebigen Integralkern A’ nennen wir vom transformierten Typ [\, ], wenn wir ihn
in Summanden A/ der Form (78) vom Typ [\;,[;] zerlegen konnen, so dai A := min; \;
und [ = min; ;. Von den Summanden einer solchen Zerlegung sagen wir, dafl sie den
Typ bezeugen. Falls im Zahler eines solchen Summanden ein Faktor F' oder F* auftaucht,
kénnen wir ihn vor der Berechnung von A als F' = v+p bzw. F* = v*4r behandeln, so daf
der entstehende Typ hoher ist, als wenn wir wie zur Berechnungvon [ mit ' = &; = F*
abschétzten.

Als direkte Folgerung erhalten wir

Korollar 85. FEs sei ein Kern A" vom transformierten Typ [\, 1] > [0,0]. Dann ist |A'|
in beiden Variablen gleichmdflig integrierbar. Die gleiche Aussage gilt noch, falls bei l > 0
nur A = 0 gilt, aber alle Summanden, in die A" zerlegt wird, echt positive Potenzen von
(=r) und (—p) enthalten.

Beweis. Der Beweis besteht in der Anwendung von Satz 79 auf die Summanden, wel-
chen den Typ von A’ bezeugen. [ > 0 entspricht der dortigen Voraussetzung i), A > 0
bzw. A > 0 mit zusétzlicher Voraussetzung an die Potenzen der Randfunktion entspricht
Voraussetzung it) bzw. i1’).

Da wir spiter ausschliefllich mit Integraloperatoren arbeiten, die mit Hilfe des L2-
Skalarprodukts entstehen, definieren wir abkiirzend fiir diese:

Definition 86. Es sei A’ ein transformiert zuléssiger Kern, so dafi der Kern (—p)*A’
vom transformierten Typ [A,{] und der Kern (—p)*~'9p A A’ vom transformierten Typ
[N, l'] ist. Dann nennen wir A’ vom transformierten a-Typ [\, 1; N, I']. Wir vergleichen
transformierte Typen und transformierte a-Typen wie iiblich komponentenweise.



Es bleibt also noch die Aufgabe, zu kliren, welchen transformierten a-Typ ein Kern hat,
von dem wir wissen, aus welchem zulédssigen Kern er entstanden ist. Dabei erhalten wir
zunéchst:

Theorem 87. Es sei A’ ein transformiert zulissiger Kern, der aus einen zuldssigen Kern
A vom a-Typ (u,v) enstanden ist. Dann ist A’ mindestens vom transformierten a-Typ
=2, p—3;v—1,v—1].

Beweis. Wir nehmen A in der Form

(_p)(sE(m,ﬁL)
vigk

A:

an und setzen t' := j+ k — 0 — «. Da wir generell j —§ — a > 2 voraussetzen, miissen wir
nur den Fall ¢ > 2 betrachten.

Wir berechnen zunéchst [: Aus Satz 73 haben wir eine Zerlegung von A’ in Kerne der
Form (78), und mit Hilfe von Lemma 75 konnen wir fiir alle Summanden von (—p)*A’
und (—p)*top N A

s<t
identiﬁzieren Da dieser die stiarkste Singularitét besitzt, miissen wir nur den Anteil mit
= t' untersuchen. Bei der Analyse des isotropen Antells stellen wir fest, daf§ durch
d1e Zerlegung des E,,-Terms in Satz 73 ein eventueller &;-Term & — w oder £ — @ auf
unterschiedliche E7 verteilt werden kann, so dafi die verbleibenden Terme E' bis E*-

Terme unter Umstéinden nur von der Ordnung m — 1 sind. Im E5-Anteil ist dies nicht
méglich, da & und w dort nur in den Differentialen vorkommen.!! Wir berechnen also

n—2' —(m—-1)=2n—2n+3—p)=p—3

wegen der Typgleichung 1 = 2n + 2 — 2¢' + m. Der singuliire Anteil von (—p)*~t9p A A’
unterscheidet sich nur durch das zusétzliche dp-Differential von dem von (—p)*A’. Wir
erhalten also analog mittels der Typgleichung v =2n+2 —2(t' — 1) +m

n— 2 —(m—-1)=2n—2n+1-v)=v—1.

Die Typen der zuléssigen Anteile von (—p)*A’ kénnen wir ebenfalls direkt aus der Zerle-
gung und der Betrachtung zu E*' bis E° als

N=2n+2-2'4m—-1= p—1, fir j=1,...,4,
A =2n+2-2(t'+1)+m = pu—2,

also ist fiir (—p)*A’ nur A = p — 2.

11 Als Beispiel fiir dieses V~erhalten betrachten wir den isotropen Kern E; := ((—Z) - d¢ in der Einheits-
kugel des C". Es ist ) = ((—Z)-d{ = ((—Z2) - d¢ + (E—w)dE, aber zerlegt wird er zu

By =—2-d+C-dl —wde = &) + &) 9p — &) wde,

so dafl wir als isotropen Anteil jeweils nur &) verwenden kénnen.



Im Kern (—p)*~'9p A A’ verbleiben nur die Anteile von E' und E*, die {ibrigen werden
durch das zusétzliche dp-Differential annulliert. Ihre Typen sind

M=M=2n+2-2t'+1)+m—1 = v—1,

denn auch in dieser Zerlegung kann ein Term, der sich wie |¢ — w| verhilt, auf E* und E*
verteilt werden. Damit gilt A = v — 1 fiir diesen Kern.

Bemerkung 88. Als zusétzliche Information entnehmen wir dem Beweis auflerdem noch:
Bei Betrachtung von dr A A’ wird der Es-Term annulliert, d.h. (—p)®dr A A’ hat unter
gleichen Voraussetzungen sogar transformierten Typ [u — 1, u — 3]. Im der Zerlegung des
Kerns Or A Op A A" werden sogar alle Anteil auBer £' annulliert. Es kann daher nicht
passieren, dafl ein &,,-Term zu mehreren &,, 1 zerlegt wird, und damit ist der Kern
(—p)>~1dr A 9p A A’ stets mindestens vom transformierten Typ [v, v].

Wegen der starken Verschlechterung im Typ ist Theorem 87 nur dazu geeignet, auftretende
Fehlerterme von hohem Typ zu kontrollieren, nicht aber die expliziten Kerne selbst, von
denen wir spéter zeigen werden, daf} sie von zuléissigen Operatoren des Typs (2,1) bzw.
(3,1) induziert werden.

Um deren Integrierbarkeit zu kléren, untersuchen wir zunéchst diejenigen Terme etwas
genauer, die den singuléren Anteil bilden:

Lemma 89. Fiir die im Kern A’ auftretenden Jacobi-Polynome P gilt

Pet(1—2lal’)  PerY(1—2(af’)  P(1-2a’)
(L —[af*)m (L —[al*)m (L —[af*)m=t

wobei P ein Polynom vom Grad ¢ — 1 ist.

Beweis. Aus Formel (74) entnehmen wir, da8

['(c+b+1)

Pa,b 1) = — Pa—i—l,b -1

(=) Fe+1)r'(c+1) ¢ (=1,

also hat P%*(x) — P**1b(x) eine Nullstelle bei # = —1, die wir ausfaktorisieren kénnen
zu

PH(x) = Pr(2) = (1+2)P'(x)

fiir ein Polynom P’ vom Grad ¢—1. Indem wir wieder # = 1—2|a|” setzen und aus dem
entstehenden Faktor (1—|a|®) kiirzen, folgt die Behauptung des Lemmas mit P := 2P’

Theorem 90. Es sei T’ transformiert zulissig, gebildet in L? aus den Randwerten eines
zuldssigen Kerns

~ _ 5E/
@) A& nw) = T Em
VIV



( )‘58<v ANE

b) @b(gf;%w) = e , bzw.
~ 58% A E!
&) B¢ Ezw) = = )wﬁ, n b,
~ 2\ b=\q !
D) DG w) = LN E
VI

wobei E! = E! (C,z), also ohne ¢ und w sowie deren Differentiale. Die Kerne seien
jeweils vom a-Typ (p,v). Dann hat T' die Form

( )(SE/ Patf(sl I+0—j—k

a) A z2) = ;
) (C ) vigk ( _ |CL| )]Jrkfaf(s
bzw.
b B/ (—p)éE;n U@gv Pa+5 1, I+6—j—k + ( )acp Pa+§ l+5 —j—k
) (¢:2) = pItiph " (1 — |a|?)i+k—a=0 4
bzw
A S — a+d— ,l —j—k a e} §,l —j—k
C) G/(C )_ (_p>6E;n Uazv Pj—+o¢—61 o + (_p) 327“ ‘ij_a—5+ ’
’ Vitigk (1— |a|2)j+ks—a—6 ’
bzw
d) D/(C Z) _ (—p)‘SEA';n/\(ﬁggz@)q_l/\ vaca Pa+5 1, I+6—7— k_i_qap/\a,r PC¥+5 l+§ —j—k
’ vitigk (1 — |a|?)ith—a=s '

wobei K] sich nur um eine Konstante von E! unterscheidet. Die transformierten Typen
der Kerne sind

a) [, p—2;v,v] fir A,

b [:unu_l;l/ay] fUT’ Bl;

@)

)
)
) =1, p—2v—1,v] fir €,
d)

=2, p—2; 1,0 fiir D',

Falls Op N E! ((,z) von der hoheren Ordnung m’ ist, erhéhen sich die entsprechenden
Anteile der transformierten Typs noch jeweils um m' — m.

Beweis. Die Form der Kerne 7’ kénnen wir wie zuvor mit Satz 73 gewinnen. Fiir b)
bis d) miissen wir dazu 90 = ;0 + wd€, bzw. 0,0 = 0,0 + £dw, bzw. (9:0%0)1 =
(0:0%0)7 + q(9:0°0) A dC A div zerlegen und einsetzen. Wie wir gesehen haben, lassen sich
die bei der partiellen Integration des Integral I} ;, entstehenden Konstanten gerade mit



der Definition der Jacobipolynonme kombinieren, so dafl E’ =

gemeinsamer Faktor entsteht und sich ausklammern 148t; weitere Besonderhelten treten
nicht auf.

Es bleibt, die transformierten Typen zu berechnen:

a)

A’ ist bereits in der Form, dafl wir wie in Theorem 87 vorgehen konnen, da

ppa = & e N ) s

vigk (1 — \a| )Y vigk o2t

mit ' = j+k—a—4. Das Symbol = soll dabei heiflen ,,hat den gleichen Typ wie®,
denn wir hatten in Theorem 87 gesehen, dafl der Typ des Gesamtkerns durch den des
Anteils mit der héchstmoglichen Potenz von ¢ im Nenner beschrankt wird. Beziiglich
der Zerlegung von Satz 73 haben wir also Kerne nur mit E'-Anteil vorliegen, deren
transformierten Typ wir als [, 4 — 2] ablesen kénnen. Entsprechend ist

(=p)’TlOp A Em
Uj,ljk: 0—2t’

Y

(=p)*"Op NA" =
und damit vom transformierten Typ [v,v].

Nach dem , naiven* Ansatz zur Bestimmung des Typs wiirden wir wie in Theorem 87
eine Zerlegung des Kerns B’ nach Satz 73 durchfiihren, wobei wir jedoch im isotropen
Anteil eine Einheit verlieren und schliefllich nur einen schlechteren Typ beweisen
konnen als den behaupteten. Mit Hilfe von Lemma 89 kénnen wir jedoch eine andere

Zerlegung finden, die besser zur Abschétzung geeignet ist. Dazu schreiben wir den
Zéhler von B’ als

00 P (~1)9p P> = (v +7) 90 P* + (=) 90(P" + P?) — (1) 9,(v + p) P*,

wobei wir die beiden auftretenden Polynome als P! und~P2 abgekiirzt haben. Auf-
grund von Lemma 89 wissen wir, da P'4+P? = (1—|a|*) P, wobei P von niedrigerem
Grad ist, und wegen v+r = F* und 0,(v+p) = 0. F = €; kénnen wir dies schreiben
als

= F*€on P + (=)€L —|af*) P + (=) €y P>
Fiir (—p)*B’ erhalten wir so eine Zerlegung in Summanden

(_p)6+a8m

vitlgk

s F*&,P! —7)&P —r)& P?
(_p) |B | _ 0 . p + ( )20tl_1 + ( ) 12 v
(L =la?)" (1 —lal") (1= lal)

Nl L

VIitlgk a2t g2t 1) a2t

Der Typgleichung entnehmen wir, dafl ;1 = 2n 4+ 2 — 2’ + m ist, also haben die drei
Summanden die zuléssigen Typen

[/L,,U/—l], [:U’a:u] und [M+17u_1]7



und damit ergibt sich der transformierte Typ von (—p)*B’ als [u, p — 1].
Fiir (—p)*'0p A B’ verwenden wir die gleiche Zerlegung, wobei wir dp A 9:v0 = &,
ausnutzen. Es ergibt sich
£ P! &P €, P?
2 t/ + 2 t/fl + 2 t!
(1 —la[?)" (1 —a[") (1 —la[")
S (_P)M—a_l {F*gmﬁ-l + (_T)8m+1 + (_r)gm—i-l} 7

S itk o2t o2(t'=1) a2t

(_p>(5+o¢—18m

(=p)*Hop A B'| =

so daf} sich mit Hilfe der Typvoraussetzung v = 2n + 2 — 2(t' + 1) + m + 1 die
transformierten Typen

v,v+1], v, v+ 2] und (v, V]
ergeben. Wie behauptet ist ihr Minimum [v, v].

Die Methode fiir die dritte Kernart unterscheidet sich zunéchst nur geringfiigig von
der zweiten. Die Zerlegung der Polynome ergibt hier

v0,0 P! — (—p) Or P* = (v+ p) 0.0 P* + (—p) 0.0(P" + P?) — (—p) 0.(v + r)P?,
was wir wegen v +p = F, F + F* = & und 0,(v + p) = €, schreiben kénnen als
= (F* + 82)P1 + (—p)gg(l — |(I‘2)P + (—7’)81P2.
Es folgt, dafl
(_ )ale,| . Fbk(o,op1 82P1 (—’f')(o,op (-T’)81P2
g (L=laf)” (1 —la)"  (1—[af)"t (1 —]al)
- (o) {F*ﬁm Bz, (D)€, (1)Em

vitlgk a2t g2t o2t -1) g2t

(_p)ci—i-agm
vitlphk

Bis auf den zweiten Summanden hatten wir diese Ausdriicke schon fiir (—p)*B’ be-
handelt, allerdings ist die Typgleichung wegen der anderen Form des Ausgangskerns
in diesem Fall eine andere, ndmlich y = 2n + 2 — 2t' + m + 1, so daf} sich nun die
transformierten Typen

[/L—]_,,LL—Q], [M_]-?M_]-]a [:u_lnu_l] und [M?ﬂ_Z]
ergeben. Damit hat (—p)*C’ den transformierten Typ [p—1, u—2].

Durch das zusétzliche Op-Differential verbessert sich die Ordnung des isotropen
Anteils in (—p)*~1dp A €’ nicht, wir erhalten nur

(=p)*Hop nE| =

(o)
vitlgk

F*&yP! £, P! &P (—1)& P

> 2 t + 2 2 t + ( r) QOt/_l + ( r> 12 t
(1 —=la)" (@ —la)" (1 —lal) (1 —fal")
- (_p>5+a_1 [F*gm 1 Emta i (=7)€m 4 (=1)Emi

T itk o2t a2t g2(t'—1) a2t ’




so daf} sich die singulédren [-Anteile nicht verdndert haben, jedoch in den zuléssigen
Anteilen eine Potenz weniger von (—p) auftaucht. Die transformierten Typen der
Summanden ergeben sich dann zu

lv—1,v], v—1,v+1], v—1,v+1] und [y, V],
und damit erhalten wir fiir (—p)*'9p A €’ den transformierten Typ [v—1,v].

d) Im letzten Fall ist es wegen der zu unterschiedlichen Differentiale nicht moglich, die
Polynome so zu kombinieren, da sich ein Faktor (1 — |a|*) ausklammern 1i8t. Es
gelingt uns daher nicht, besser abschétzen als

)‘”a{ vE,, P! N & P? }
(L= laf" (1= lal*)
—p)ote 8m 8m

(=p) V N }'

vitigh | g2t T g2t

(oo = &2

vitlgk

~

Die transformierten Typen sind [u, 4 — 2] und [p — 2, — 2], das Minimum also
[ —2,p—2].

Beim Bilden von (—p)*~'dp A D’ fillt der zweite Summand weg, da er bereits ein
Odp-Differential enthélt. Es verbleibt als einziger Term

(_p>6+a—1 vgmpl
pIit1gk (1— |a|2)t’

(—p)* Hop A D' =

-~ (_p>5+0é 8m
= TuE o

der vom tranformierten Typ [v, ] ist, was also auch insgesamt der transformierte
Typ von (—p)*tdp A D’ ist.

Ebenso wie bei zuldssigen Kernen ist die Singularitét transformiert zuléssiger Kerne so
beschaffen, dafl wir noch mehr als nur Integrierbarkeit zeigen zeigen kénnen:

Satz 91. Es sei T((, z) vom transformierten Typ [A,1] > [0,0]. Dann ist fir 1 < s <

min (52, Qﬁﬁ/\) der Kern |T'(C, 2)|5 gleichmifig regulir (im Sinne von Definition I 61).

Beweis. Wir geben nur ein Skizze des Vorgehens, da der Beweis keine neuen Methoden
enthélt. Erstes Kriterium fiir gleichméflige Regularitét ist die gleichméflige Integrierbar-
keit des Kern in beiden Variablen. Bis auf die zusétzliche Potenz s ist der Beweis davon
ein Kopie des Beweises von Satz 79. Die obere Grenze an s ist so gewéhlt wurde, daf so-
wohl die priifenden Kriterien fiir den zuléssigen Anteil als auch fiir den singuldren Anteil
noch erfiillt sind.

Das zweite zu priifende Kriterium besteht darin, dafl in keinem Punkt von D zuviel Masse
des Kerns versammelt sein darf. Da diese Aussage rein lokal ist, konnen wir je nachdem,
ob der betrachtete Punkt in D' oder in D? liegt, den Beweis von Satz I 62 fiir zulissige
oder isotrope Kerne wiederholen.



3.5 Transformiert zulissige Operatoren in L und L?

Wir haben die Klasse der transformiert zulédssigen Kerne eingefiithrt bei der Untersu-
chung, wie die Integralkerne derjenigen Operatoren aussehen, die durch Definition 67 aus
den Randwerten zuldssiger Operatoren entstehen, wenn diese auf glatte Formen wirken.
Auf glatte Formen haben wir uns dabei eingeschréinken miissen, damit sichergestellt ist,
da die Formen im Bildraum Randwerte besitzen und fiir die Operatoren Distributions-
und Restriktionsrandwerte iibereinstimmen. Dies ist fiir die Konstruktion zwingend er-

forderlich.

Aus jedem transformiert zulassigen Kern A’ selbst konnen wir jedoch durch die iibliche
Paarung

Af o (£, ) z/ (£ TY, + (=p) " (p A £,Tp ATl
D

einen Operator A’ bilden, dessen Wirkung auf eine wesentlich grofiere Klasse von Formen
erklért ist, und den wir ebenfalls als transformiert zuldssig bezeichnen wollen, da fiir glat-
tes f beide Definitionen iibereinstimmen. Mit Hilfe der Integrierbarkeitssétze des letzten
Abschnittes konnen wir mogliche Definitionsgebiete und das Abbildungsverhalten dieser
Operatoren studieren.

In Kapitel I haben wir gezeigt, dafl zuléssige Operatoren unter gewissen Voraussetzungen
an ihren Typ auch fiir nicht glatte Formen Randwerte von beschrinkter Rand-L”-Norm
besitzen. Der Grenzfall hierfiir sind Formen in L?(D):

Satz 92. Es sei a > 2 und A’ ein transformiert zuldssiger Kern, der entstanden ist
aus A®, welches in L2 (D) vom (a—1)-Typ (u,v) > (2,1) ist. Dann ist der zugehirige
Operator A’ stetig

A L3(D) — L*(D).

Beweis. Fiir jedes f € L3(D) wissen wir, daB f € L*(D) und (—p)~ 295 A f € L2(D)
sind. Es gilt nun A’ f = RAYf, falls Af Randwerte besitzt. Wir berechnen also zunéchst

f f A a 1
/(f Ja—1Ab) dl+/< ) 205 A f, (—p)* 220 A AbY dI

:A1f+A2f.

wobei A! und A? zulissige Operatoren sind. Nach Voraussetzung ist A' mindestens vom
Typ 2 und wegen o > 1 kommt eine echt positive Potenz von (—p) im Kern vor. A? ist ein
Kern vom Typ 1 mit zusétzlichem Faktor (—p)z. 3. Nach Satz I 114 besitzen dann A' und
A? Randwerte als Operatoren auf L2(D) und diese sind in L?(bD), also gilt A’f € L*(bD).
Nach Theorem 55 erhalten wir, da RA®f € L3(D), also A'f € L?(D). Da A', A% und R

jeweils stetige Operatoren sind, gilt dies auch fiir A’.



Bemerkung 93. Um die Wirkung transformiert zuléssiger Operatoren auf Formen aus
L?(D) mit o > 1 zu untersuchen, kénnen wir — aufler in Ausnahmefllen — nicht mehr die
Randwerteigenschaft ausnutzen, da wir keine Aussagen dariiber besitzen, wann das Bild
des R-Operators in einem solchen L?(D)-Raum liegt.'?

Wir miissen daher im folgenden mit den expliziten Ausdriicken der transformiert zuléssi-
gen Kerne arbeiten und werden aus dem tranformierten a-Typs gewisse Beschrinktheits-
aussagen gewinnen konnen.

Zunéachst erhalten wir wie fiir zuldssige und isotrope Kerne:

Theorem 94. Es sei A’ transformiert zulissig vom transformierten a-Typ (A1, l1; A, lo] >
0,0;0,0]. Es sei A := min(Ay, A2) und [ := min(ly, lz). Dann bildet der zugehirige Opera-
tor A'f == (f,A")q ab:

A l
2n+2’ 2n

A:LP(D) — L"(D), fiir % > % — min( ),

A:L™(D) — C(D),
wober 1 < p,r, < oo ist, und % als oo zu lesen ist.

Beweis. Der Beweis basiert auf Satz 91. Nach der dort gezeigten Aussage sind
(=p)*A'l; und  [(=p)*Op NA|,

noch in s-ter Potenz gleichméfig integrierbar, wenn wir s < min(%ﬁﬁ . %) wéhlen.

Die erste Behauptung folgt dann aus dem Youngschen Lemma I 45. Die zweite Aussage
ergibt sich, da die gleichmé&fige Regularitéit der beiden Kerne, nach Satz I 63 sicherstellt,
daf ihre zugehorigen Operatoren jeweils den Raum L™ in C°(D) abbilden, also auch ihre
Summe A'.

Die natiirlichste Wahl eines Raumes, um die Wirkung transformiert zuléssiger Operatoren
zu studieren, ist L2 selbst, dessen Metrik ja in die Konstruktion des Operators eingeht.
Unser Ergebnis ist dann, daf3 die betrachteten Operatoren regularisierend wirken in dem
Sinne, dafl wir im Bildraum nur ein schwécheres Gewicht benotigen als im Urbildraum:

Theorem 95. Es sei A’ ein transformiert zulissiger Kern vom transformierten a-Typ

I\, ;N 1] > [0,0;0,0], so daff Or A A’ den transformierten a-Typ [\, 1; N, 1'] > [1,0;0,0]
hat. Dann ist der auf L? induzierte Operator A’ stetig

A LR — L2

firallel <9 <2a—1und1 <k mitd—r <min(A—1,\,N).

120ffenbar kénnen wir aus jedem Operator T' : L? — L? mit Kern T einen Operator T : L2 — L2
a—1

gewinnen, indem wir als Kern T = (=p)*(=r)~*T mit k = 25— wihlen. Der umgekehrte Weg, die Be-
schriinktheit eines gegebenen Operators T in L2-Norm auf dem Umweg iiber einen Operator T auf L? zu
zeigen, scheitert jedoch im allgemeinen daran, da wir in D einen Kern mit Gewichtsfaktor (—r)*(—p)™*
abzuschitzen hitten, wobei (—r) auf der diinnen Teilmenge bD C bD verschwindet, withrend der Nenner
des Kerns je nach Wert von (z,w) in jedem Punkt von bD singulér werden kann. Es zeigt sich dann, daf3
die abzuschéitzenden Integrale unter Umstédnden gar nicht existieren.



Beweis. Analog zum Fall zuléssiger Operatoren (Satz 32), teilen wir den Operator A’
in vier Operatoren auf, die in unterschiedlich gewichteten Rdumen wirken. Wir miissen
zeigen, dafl

XK1= (=p)*A, Ko = (=p)*t0p N A,
Ky = (—p)*or N A, Ky = (—p)*LopAdr NA
beschrinkt zwischen passenden isotrop gewichteten L2-RiAumen sind, niimlich
Ky : L2,(D) — L3,.(D), Ky: L3y (D) — L3,.(D),
Ky : L2,4(D) — L%, (D), Ky: L3y (D) — L3, (D).

Ebenso wie in Satz 32 folgt die Stetigkeit der einzelnen Operatoren, und damit auch ihrer
Summe, aus Lemma 31, wenn wir zeigen kénnen, dafl die entstehenden Kerne

Ky = (—1)5 (—p)* 2 A mnd K = (=) (=p)* T T Op A A,

K r—1

KL o= (=) T (=p)* 20r AA und K, = (—r)"T (=p)* " T Or AOp A A/
gleichméBig integrierbar sind.

Da mit einer Zerlegung von A’ in Summanden auch eine Zerlegung der X einhergeht,
nehmen wir der Einfachheit halber an, dafl A" bereits in der Form (78) gegeben ist. Die
Voraussetzungen £ > 1 und 9 < 2a—1 stellen sicher, dafl die K keine negativen Potenzen
der Randfunktion enthalten und damit ebenfalls von dieser Form sind. Nach Satz 91 ist
der Beweis abgeschlossen, wenn wir zeigen konnen, dafl die transformierten Typen von
XK bis Ky, die wir als [A1, 1] bis [A\4, l4] bezeichnen, jeweils echt positiv sind.

Zunéachst stellen wir fest, daf der singulére Anteil jeweils von den Vorfaktoren unbeeinfluf3t
bleibt, also l; =1, I, = ', I3 = l und Iy = I’ ist. Damit gilt sicherlich {; > 0 furi =1,...,4,
und wir miissen nur noch die zuldssigen Anteile untersuchen. Dabei kénnen wir analog
zu Lemma 35 vorgehen, in dem wir die Wirkung der gleichen Vorfaktoren auf zuldssige
Kerne bereits in untersucht hatten.

Da stets t' > 2 gilt, erhalten wir

M=A+Kr—10
N=N+r—0+1
M=A+r—1—1
M=N+r—1.

Die Voraussetzung an den transformierten a-Typ von A’ von Or A A’ sichert uns, daf
A >0 fiiri=1,...,4 gilt und damit die Stetigkeit von A’ als Operator zwischen L3 und
12,

Bemerkung 96. Auf analoge Weise kann man zeigen, dafl fiir x > 1 und 9 < 2a — 1
auch ¥ — x = min(\ — 1, A, ') gewihlt werden kann. AuBerdem ist in den Typen nur [ > 0
und !’ > 0 wirklich notwendig, wihrend Operatoren mit A = 1 und A = 0 zumindest noch
L% — L2 abbilden, sofern 1 < 9 < 2« — 1 gilt (¢ = « ist also insbesondere moglich). Die
Beweise fiir diese Félle lassen sich jeweils auf Korollar 85 zuriickfithren.



Die Anwendung transformiert zuléssiger Operatoren von geniigend hohem Typ verringert
also den benétigten Gewichtsfaktor in den L2-Ridumen. Es liegt daher die Frage nahe, ob
wir durch Iteration transformiert zulédssiger Operatoren, die Notigkeit eines regularisie-
renden Gewichts ganz aufgeben kénnen, ob also nach geniigend Iterationen transformiert
zuléissiger Operatoren stets Formen in L?(D) entstehen. Dies ist in der Tat der Fall, und
am einfachsten zu sehen, falls wir die letzte Schwelle von L? nach L? in einem Schritt
iiberschreiten kénnen:

Satz 97. Es sei A" vom transformierten o-Typ [N, [; N, '] > [1,0;0,0]. Dann ist der
zugehdorige Operator stetig

A L3(D) — L*(D)

fiir alle ¥ < 1. Fir 9 < 1 haben auch Kerne mit mindestens Typ A =1 und X' = 0 diese
FEigenschaft.

Beweis. Da die Metrik im Bildraum isotrop ist, miissen wir den auftretenden Inte-
9
gralkern nur in zwei Bestandteile zerlegen, zum einen (—p)* 2.A’ und zum anderen
—1

(—p)o‘*lﬂTﬁpAA’. Thre transformierten Typen sind mindestens [A—1, [] und [N —9+1, ']
und daher aufgrund der Voraussetzungen positiv.

Um die gewiinschte Eigenschaft auch fiir Kerne von niedrigerem Typ zu erhalten, ohne
daB negative Potenzen der Gewichtsfunktion auftreten, wie dies fiir L2 mit 0 < ¢ < 1 der
Fall ist, gehen wir einen Umweg iiber die L%;N—Raume:

Satz 98. Es sei A" vom transformiert a-Typ [\, ; N, I'] > [0,0;0,0], und Or A A" vom

transformierten a-Typ [N\, ; N, U] > [1,0;0,0]. Dann gilt fiir alle f € L%;ﬁ(D) mit
dp A f € L2(D), daff

A'f e L3,.(D) und orNA'f € L*(D)
firalle k >0 mit0 <Y —k <X und < \.

Beweis. Aus A’ bilden wir wiederum Kerne X, bis Xy. Da L?(D) = L3,(D) ist, reicht
es zu zeigen, dafl die Integralkerne

Kp = (—r)E (o)A, Ky i= (—r)E(—p) O A,
Xy = (—p)*~20r AA', Ky = (—p)*Lop AOr ANA,

gleichméfig integrierbar sind. Dies folgt aus ihrem positiven Typ analog zu den vorherigen
Beweisen.

Indem man die bisher gewonnenen Aussagen iteriert, folgert man, daf bei geniigend haufi-
ger Iteration transformiert zuléssiger Operatoren geeigneten Typs stets glattende Ope-
ratoren von L2 nach C°(D) entstehen, eine Eigenschaft, die wir schon von bei den aus
zuldssigen Kernen entstehenden Z-Operatoren aus Definition I 66 kennengelernt hatten.
Um dies systematisch behandeln zu kénnen, definieren wir erneut geeignete Operatoren-
klassen:



Definition 99. Es sei Z7 die kleinste Operatorenalgebra, so daf gilt:

e Falls A’ vom transformierten a-Typ mindestens [1,1; 1, 1] ist und Or A A’ vom trans-
formierten a-Typ mindestens [2, 1; 1, 1] ist, dann ist A’ € ZT.

e Falls A} € Z7 und A, € 27, dann ist auch A} o A, € Z7.
Wir graduieren 27 durch:

e Falls A" vom transformierten a-Typ [A, [, X', I'] und or N A’ vom transformierten
a-Typ [\, I, N, '], dann ist A’ € ZT mit a := min(A — 1, \, X, 1).13

e Falls A} in Z7 und A4} in Z], dann ist A} o A5 € 2L,

Die Elemente in 21 nennen wir transformierte Z-Operatoren oder ZT-Operatoren der
Ordnung a.

Die Resultate dieses Abschnitt stellen also sicher, dafl transformierte Z-Operatoren in
L? und L?-Riumen ebenso gute Eigenschaften haben wie gewdhnliche Z-Operatoren,
insbesondere erreicht man durch iterierte Anwendung von Z7-Operatoren immer beliebig
hohe LP(D)-Riaume und schlieBlich den Raum C°(D).

Es stellt sich jedoch heraus, dal in manchen Situationen, transformierte Z-Operatoren
als Fehlerterme nicht ausreichen. Wir definieren daher aulerdem

Definition 100. Es sei T' ein Operator, der als Komposition von transformiert zuléssi-
gen Operatoren mindestens von Typ [1,1;0, 1] entsteht. Fiir ein N € N besitze T eine
Zerlegung

T:leoZlgo"'OZlN

mit [; € N fir j = 1,..., N. Dabei sei Z;; fiir [; > 1 jeweils ein transformierter Z-
Operator der Ordnung /; und [; = 0 bedeute, dafl der entsprechende Term nicht geniigend
hohen Typ hat, um ein transformierter Z-Operator zu sein. Dann nennen wir 7' einen
transformierten Z-Operator im erweiterten Sinn der Ordnung [, wobei wir [ := Z;VZI l;
setzen.

Bemerkung 101. Transformierte Z-Operatoren im erweiterten Sinn sind also im Grunde
transformierte Z-Operatoren gleicher Ordnung, in die transformiert zuléssige Operatoren
von zu niedrigem Typ ,,eingeschoben* sind. Deren Typ ist aber zumindest hoch genug fiir
das Ergebnis:

Satz 102. Es sei T ein transformierter Z-Operator im erweiterten Sinn der Ordnung
k> 0. Dann ist T stetig:

T:L3(D) — L2(D) firk>1,1<9<2a—1undd —r <k.

13Die iibrigens Bestandteile der Typen sind aufgrund inhérenter Ungleichungen mindestens so grofl wie
a: Es gilt namlich I’ > 1" >l und [ > [, sowie A’ > X



Beweis. T ist eine Komposition von transformierten Z-Operatoren und transformiert
zuldssigen Operatoren des Typs [1,1;0, 1]. Die Anwendung der ersteren reduziert die Po-
tenz des benotigten Gewichts nach Theorem 95 bzw. der anschlieBenden Bemerkung 96
jeweils um einen Wert, der ihrer Ordnung entspricht. Die Anwendung der letzteren erfor-
dert es zumindest nicht, das Gewicht wieder zu erhohen, was ebenfalls aus Bemerkung 96
folgt. Die Komposition bildet also zumindest L3 nach L? ab, wobei sich ¥ — k sich als
Summe der Ordnungen der transformierten Z-Operatoren ergibt. Dieser Wert ist nach
Definition gerade k.

Analog zu den asymptotischen Z-Operatoren definieren wir nun

Definition 103. Ein Operator T : L2 — L? heifit asymptotisch transformiert zulissig
von der Ordnung k, wenn es fiir jedes m € N einen Z-Operator T} gibt, so daf§ der
Differenzterm

R™:=T-1T;"
die Form
N
R"=> RYorL®
=1

fiir ein N € N hat, wobei die L(®) beliebige stetige Operatoren L2 — L2 sind und die RY
transformierte Z-Operatoren in Z. .

Falls wir 7" und die RY jeweils nur als transformierte Z-Operatoren im erweiteren Sinn
wéhlen kénnen, nennen wir 7' entsprechend asymptotisch transformiert im erweiterten
Sinn.

Obwohl sie nicht selbst zuléssig sind, konnen wir fiir Operatoren dieser Klasse dhnliche
Abbildungseigenschaften beweisen:

Satz 104. Es sei T ein asymptotisch transformiert zulissiger Operator auf L% von der
Ordnung k. Dann ist T stetig als Operator

T:L3(D)— L3(D)  firl<d<a,
T:LP(D)— L*(D) firp > 2.

Falls T nur im erweiterten Sinn asymptotisch transformiert ist, ist er zumindest noch
stetig

T:L3(D) — L3(D) firl <9 <oa.
Beweis. Wir betrachten 7" mit seiner Zerlegung

T:Tk+RmOL,



wobei 77" und R,, transformierte Z-Operatoren der Ordnung k bzw. m sind, und
L : L? — L2 stetig. Der Ausdruck R,,oL steht dabei verkiirzt fiir eine Summe solcher Ter-
me, welche in Definition 103 zugelassen ist. m sei in der Zerlegung ,,grofl genug® gewihlt,
wobei im Laufe des Beweises klar wird, was dies bedeutet.

Fiir f € L? ist dann auch Ty f € L3, weil T, als transformierter Z-Operatoren als Kompo-
sitionen transformiert zuléissiger Operatoren in L2 entstehen und nach Theorem 95 jeder
dieser Operatoren L3 nach L% abbildet.

Weiterhin ist L3 C L2, also ist Lf definiert, und damit gilt zumindest Lf € L2. Wir
konnen jedoch m so grof3 wihlen, dal R, stark genug regularisierend wirkt, um stetig
R, : L? — L2 abzubilden. Dann gilt Ro Lf € L2, also hat T die zu zeigende Eigenschaft.

Die gleiche Eigenschaft gilt fiir asymptotisch transformierte Operatoren im erweiter-
ten Sinn, da nach Satz 102 auch transformierte Z-Operatoren im erweiterten Sinn fiir
geniigend hohe Ordnung das bendtigte Gewicht weit genug reduzieren. Voraussetzung
ist dafiir, daf} eine echte Potenz des Gewichts im Zielraums verbleibt, weshalb wir die
Eigenschaft nur fiir 9 > 1 folgern konnen.

Der Beweis der Behauptung fiir LP-Réume verlduft analog: Fiir f € LP wissen wir nach
Theorem 94, da§ T;"f € L, da es sich bei T}, um einen Z7-Operator handelt. Wegen
der Inklusion LP(D) C L*(D) C L*(D) C L2(D) kénnen wir Lf bilden, und es gilt
Lf € L2. Die Kombination von Theorem 95, Satz 98 und wie zuvor Theorem 94 zeigt,
dafl der entstehende R,,-Term fiir hinreichend grofi gewihltes m den Raum L? nach LP
abbildet, so daB R,, o Lf € L gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen. Ein Analogon
fiir asymptotisch transformierte Operatoren im erweiterten Sinn besteht hier nicht.

Bemerkung 105. Man entnimmt dem Beweis, dal es wiederum moglich ist, auch eine
regularisierende Wirkung der Operatoren in Abhéngigkeit von k zu zeigen. Wir gehen
darauf an dieser Stelle jedoch nicht ndher ein.



3.6 Regularitit transformiert zulissiger Operatoren

Wenn wir transformiert zuléssige Operatoren auf mindestens stetige Formen wirken las-
sen, kénnen wir wieder die Eigenschaft verwenden, daf} sie auf kontrollierte Weise aus
Randwerten hervorgegangen sind. Es ist uns daher moglich, die Sétze iiber die tangentiale
Regularitit dieser Randwerte auf sie und die Z7-Operatoren iibertragen. Das Haupter-
gebnis ist:

Theorem 106. Es sei A’ ein transformiert zuldssiger Operator vom Typ (\) mit X > 0.
Dann gilt

-
A" Ci(D) — Gy (D), fiirg > 1,
D) — C'(]iq,(ﬁ), falls ¢ =0 oder X\ > 1,

Beweis. Der Operator A’ sei entstanden aus den Randwerten des zuldssigen Operators
A durch die Konstruktion aus Definition 61. Der Beweis besteht jeweils darin, zu zeigen,
dafl diese Randwerte von geniigend hoher tangentialer Regularitéit sind, so dal nach dem
Dimensionsiibergang noch die geforderte Regularitétsklasse verbleibt.

Im Fall von C*°(D)-Regularitiit miissen wir dazu nur schon vorhandene Hilfsmittel kom-

binieren: Es sei f € C*°(D), dann ist fe C“(B) und wissen wir nach Satz I 117, daf
APf € C*°(bD). Aus Theorem 55 folgt dann, daB A'f € C*°(D), denn nach Definition ist
A'f = RA’f und R erhilt C>-Glattheit.

Falls f nur von endlicher Regularititsstufe ist, zeigen wir zunéchst:
Lemma 107. Es sei k € N und f € C*(D). Dann kinnen wir A*f auf bD zerlegen zu
A f = a(z,w) + b(z,w) A wdi

wobei a und b kein dw-Differential enthalten, so daf a(x,y) € C** und b(x,y) € CH?F1
in der Notation von Theorem 59.

Beweis. Im zuléssigen Kern A des Operators A kommen Differentiale nur im isotropen
Anteil vor. Indem wir diesen in Anteile mit bzw. ohne dw zerlegen, erhalten wir wiederum
isotrope Kerne von gleicher Ordnung, also erhalten wir auf einfache Weise eine Zerlegung
von A zu A; und Ag Adw. Wir setzen a(z, w) := A L f und wb(z,w) := Ay f. Da Ay und A,
ebenso wie wie A echt positiven Typ haben, sind a(z, w) und b(z,w) A wdi als Formen
auf bD nach Satz I 117 mindestens von gleicher Regularitiitsstufe wie f, also in C’k(bD)
In den tangentialen Koordinaten des Beweises von Theorem 55 heifit dies, daf a(z,y) und
yb(z,y) sicherlich k-mal differenzierbar in x und y sind. Die Differenzierbarkeitsaussage
des Lemmas beziiglich z ist damit gezeigt.

Es bleibt, die weitergehende Regularitét in y zu zeigen: Wir untersuchen zunéchst, wie sich

a% angewendet auf a(x,y) in eine tangentiale Ableitung von a(z, w) iibersetzt. Wegen der



Transformation (x,y) — (®(z, |y|?),y), wobei ®(z,t) = (p',..., ") fiir festes t jeweils
die Menge {z : r(z) = t} parametrisiert, und y = Rew ist, gilt

0 ng 0 8@3 0
a—ya(m,w) <2_+2_ ot 3z - ot az ) (2,w)
A T 7

Wie man sieht, ist 7 = T, also kann T keinen Anteil besitzen, der nur reell tangential
wére, sondern es gilt 7' = W + W mit holomorph tangentialem W und antiholomorph
tangentialem W.

Wir wenden die Kommutatorrelation aus Satz I 117 an, und erhalten zunéchst fiir die
Wirkung von W auf a, wobei wir im Index der zulédssigen Kern vermerken, von welchem
Typ der Kern ist:

WCL(Z, ) = bf

= A”Wf+A f+AS, df
= Al))\f + A)\+1df7

ot <9z
konnen wir fiir W durchfiihren und erhalten als Summe von beiden:

denn f(z,w) ist unabhingig von w, also W f = dw wel o O f = €1 aizjf' Das gleiche

0 -
G_ya( y) = A?\f+AA+1df~

Eine weitere Ableitung a% entspricht nun einer weiteren Anwendung von W + W auf die
rechte Seite. Diesmal verwenden wir die Kommutatorrelation nur fiir den ersten Term,
wohingegen wir im zweiten Term den Kern selbst differenzieren. Sowohl W als auch W
erniedrigen den Typ dabei nur um 1. Wenn wir dies zusammenfassen, verbleibt

2

0 - -

und da A > 0 gilt, existiert die rechte Seite und ist stetig fiir f € C'(D). Durch Iteration
ergibt sich das Ergebnis fiir hohere Ableitungen, und wir erhalten a € C*?*. Da wir keine
besonderen Eigenschaften von a benutzt haben, iibertrigt sich der Beweis ebenso auf
yb(z,y). Wie im Beweis von Theorem 59 folgt dann aus yb € C*?* nach Lemma 57, daf
zumindest b € CK2F-1,

Beweis (Theorem 106 — Fortsetzung). Wir setzen den Beweis von Theorem 106 fort: Im
Allgemeinfall wenden wir Lemma 107 auf f € C*(D) an und wissen somit, dal a € C*?,
aber nur b € C*%~1 Auf die Summe der Terme konnen wir also Theorem 59 nur fiir & — 1
anwenden, und damit gilt

Af.Ch(D)—Cy (D) fir k> 1.



Falls jedoch ¢ = 0, d.h. A'f eine Funktion ist, enthilt A f sicherlich kein dw-Differential,
also ist b = 0. Wegen a € C*?* folgt dann aus Theorem 59 sogar

A'f : C*(D)o, — Cho(D).

Ahnlich ist der Fall fiir A > 1: Dann koénnen wir in Gleichung (108) (bzw. dem Analogon
nach 2k-facher Differentiation) noch einmal nach y ableiten, wobei wir die Differentiation
auf der rechten Seite auf die Kerne anwenden. Die entstehenden Operatoren sind vom
Typ A — 1 > 0, die rechte Seite ist also noch stetig, so dal wir gezeigt haben, dafl
a(z,y) € C*? L und yb € C*?k+1 gilt. Damit ist insbesondere b € C*2¢ und es folgt
wiederum nach Theorem 59

A'f: C'[’iq(ﬁ) — C(]iq/(ﬁ).

Weiterhin erhalten wir als zusétzliche Aussage:

Satz 109. Es sei A’ ein transformierter zuldssiger Operator vom Typ (A) mit A > 0,
dann gilt

ornA: C(’{q(ﬁ) — C’(’iq, (D)
firqg =0,...,n.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis des vorherigen Theorems: Dort haben wir
Af = a(z,w) + b(z,w) Awdw zerlegt, wobei von a die C*(D)-Regularitit leicht zu zeigen
ist und nur der Anteil b eine zusétzliche Betrachtung benétigt. Lemma 72 zeigt aber, dafl
durch die anschliefende Substitution R alle Anteile mit dw-Differential auf Terme mit
Or-Anteil abgebildet werden, die beim Bilden von or A A’ annulliert werden. In Or A A’
verbleiben also nur Anteile, die aus a(z,w) entstammen und somit C*(D)-glatt sind.

Satz 110. Es sei A’ ein transformierter Z-Operator. Dann gilt fir alle g =0,...,n
A C’SZ(E) — Oy (D),

und falls ¢ = 0 ist oder alle transformiert zulissigen Operatoren, aus denen A’ besteht,
aus zuldssigen Operatoren vom Typ gréfier als (1) entstanden sind, gilt auch fir alle k € N

A" C§ (D) — C§ (D).

Beweis. A’ ist als Z7-Operator eine Komposition A} o---o A’ von transformiert zulissi-
gen Operatoren von geniigend hohem Typ. Die einzelnen A’ besitzen nach dem vorherigen
Satz die gewiinschte Eigenschaft, und da diese keinen Verlust an Regularitdt beinhaltet,
bleibt sie unter Komposition erhalten.






Teil I11

Ein expliziter Integralkern fiir den
Neumannoperator






1 Die Verwendung des Dimensionsiibergang zur Be-
stimmung von N,

1.1 Reduktion auf ein Randproblem

Als Anwendung der in den letzten Kapiteln gewonnenen Methode des Dimensionsiiber-
gangs berechnen wir nun die Hauptteile des Neumannoperators N, und des kanonischen
Losungsoperators K, fiir 0 in den Rdumen L? (D). Wir erinnern dabei zunschst an Theo-
rem I 90 von [LiM 02]:

Theorem. Es seien 5~C(C ,z) und N(C , z) die Kerne zuléssiger Operatoren K vom Typ 1
bzw. N vom Typ 2, und es gelte fiir alle f € domd N dom g}, daB

F=0f, %)+ (0f, Ra) + (@ f,K) + (0 1, Ra) + 20 f,
IN =K + Ry,
N = K" + R,

wobei die R, fiir verschiedene Zy-Kerne stehen, die noch 9;R, = Z; erfiillen.

Dann ist K der Hauptteil des kanonischen Losungsoperators K und N der Hauptteil des
Neumannoperators N, es gibt also asymptotische Z-Operatoren Z§ und Z§ von héherer
Ordnung, so dafl

N=N+2z¢ ud K=K-+Z8

Wir méchten dieses mit unserem Wissen iiber L2 (D) aus Satz IT 63 verbinden:

Satz. Es sei K, der kanonische Losungsoperator der 0-Gleichung in L2(D) und Ko 1

der kanonischen Losungsoperator in L2 (D). Ebenso seien N, und N,_; die Neumann-

operatoren in L2(D) bzw. L2 (D). Dann gilt

(Ki—l)l =K, und (Ni—l)/ = Na.

In L? geniigt es also, ein Analogon des Theorem fiir die Randwerte der Operatoren N,
und K, im richtigen Raum aufzustellen, das lautet:

Theorem 1. Es seien Ka-1(¢, 2) und No_y(C, 2) die Kerne zulissiger Operatoren K vom
Typ (2,1) bzw. N vom Typ (4,2) oder héher in L2 (D). X*_, sei der adjungierte Kern

2u Ko_1, und fiir alle f €L _,(D)NdomdNdomd* gelte

i) f=(0f, Kat)ac1 + (OF Aot + (0% f. Kt + (051 fL AR acr + (f2 E)at,
i) ONb | =XKb |+ AP,

iit) 922713?271 = 5~<’;31 + A,



wobei € glatt auf D x D ist. Alle Kerne seien so beschaffen, daf$ sie invariante Formen in
D auf invariante Formen auf bD abbilden und stetige Operatoren auf L 2(D) induzieren.
Die Fehlerkerne (welche wir generisch mit A bezeichnen) seien jeweils mindestens von
um 1 héheren Typ als die zugehorigen Hauptkerne, d. h. A und A seien vom Typ (3,2),
A? und A" seien vom Typ (4,2). Auferdem seien sie von einer Form, so daf§ auch A
jeweils noch einen stetigen Operator auf L? induziert.'*

Dann st

K. = Rf(g_l der Hauptteil des kanonischen Liosungsoperators K,
und
N == RN_, der Hauptteil des Neumannoperators Ny.

Ihre Kerne sind

X = RM, K",
und
N = RM NS,

Bevor wir den eigentlichen Beweis beginnen, zeigen wir zunéchst unter Verwendung der
Voraussetzung i) einige Eigenschaften der exakten Operatoren K,, N, und P,, die si-
cherstellen, dafl wir mit ihren Randwerten arbeiten diirfen.

Lemma 2. Fir K,, P, und K, gilt

K, : & (D)Nkerd — &y,(D)Nkerds, fir1 < q<n,
Pa . 80,0(3) — 80 0( ) N ker@
K: : & ,(D)Nkerd: — Ep4u1(D) Nkerd, fir0<g<n-—1.

«

Beweis. Daf3

K, : L2(D) — dom d Nker 9,
P, : L2(D) — ker 0,
K’ : L2(D) — ker d N dom §

gilt, ist nach Definition der Operatoren klar. Wir miissen also fiir die Formen im jeweiligen
Bild nur noch die Glattheit bis zum Rand des Gebiets zeigen.

14Nach Lemma II 28 ist gesichert, daf 9.A fiir die verschiedenen A-Kerne jeweils mindestens Typ (2,1)
bzw. (3, 1) hat, was analog zum Kriterium 0;Rs = Z; im Theorem vom Lieb und Michel zu sehen ist. Im
Gegensatz zur dortigen Situation kénnen wir daraus jedoch nicht die Stetigkeit der Operatoren schliefen,
ohne zusétzliche Eigenschaften der Kernstruktur zu kennen.



Dazu untersuchen wir zuniichst K, auf der Menge &g ,(D)Nker 9. Fiir solche f ist f € L2
und Kaf € L?_,, also nach 7):

RZ?=(5N )+ (0K f, As) + (0 Ko, ) + (07 Kaf A2) + (Ko f, €)
= (0K f, K1) + (OKaf, A2) + (Ko f, Kiy) + (0:Kaf, Az) + (Ko f, )

(0K
=(f,9<a_1) (ffT) (afg)

denn es sind @K, = 0 und OK,f = f, weil K, kanonischer Losungsoperator zu 0
ist. Insbesondere wissen wir aber nach Theorem II 106, dafl die expliziten Operatoren
Ko_1,As 0 E(D) — &(D) und 2. : L2(D) — &(D) abbilden, also ist die rechte Seite
glatt und die Behauptung gezeigt.

Um das Ergebnis fiir P, zu erhalten, wenden wir die Homotopie von K, auf eine Funktion
f € Epo(D) an. Sie lautet dann

K, 0f = f—Pa.f

und da f und K,0f glatt bis zum Rand des Gebiets sind, gilt dies auch fiir P, f.
Fiir K¥ gehen wir wie bei K, vor: Es gilt fiir f € € ,(D)Nkerd: mit 0 <¢g<n—1

/-\_/

K. f = (OKLf Kor) + (OKEL [, A3) + (8 KA f, 5 ) + (0 Ko f, As) + (KL S, €)
= (0K f, K1) + (OKLf, Az) + (KL f, K5 1) + (7KL S, A2>+< 2 £ €)

= ([, Kart) + (F,A2) + (Pof, Kar) + (Pof, A3) + (Ko f, )

denn es ist 9 f = 0 nach Voraussetzung und 0K* = 0 nach Definition von K¥*. AuBierdem
ist nach dem vorherigen Ergebnis P, f fiir ¢ = 0 glatt bis zum Rand, bzw. fiir ¢ > 1 ist
sogar P, f = 0. Weil wiederum alle expliziten Operatoren Glattheit erhalten, bzw. der
&-Kern sogar L2 auf &(D) abbildet, ist KX f € €g441(D) und die Aussage gezeigt.

Satz 3. Fir K,, K, und N, gilt:

K, :&,(D) — &uu1(D)Nkerd  firl<gq<n,
K::€0y(D) — &pgii(D)Nkerd  fir0<qg<n-—1,
N : €04(D) — €o4(D) fir 0 < q <mn,

Insbesondere besitzen alle drei Operatoren Randwerte, wenn sie auf Formen f € &(D)
wirken.

Beweis. Wiederum miissen wir aufgrund der Definition der Operatoren nur die Glattheit
der Formen im Bildraum beweisen. Es sei dazu f € & ,(D ) mit ¢ > 1. Dann erhalten wir
wiederum nach 7) und mittels der Beziehung 0K, f + K,0f = f, daf

Kof = (0Kof, K1) + (0Kaf, A2) + (0 Kaf, Kiy) + (1 Kaf, As) + (Kaf, E)

= ( K of K f

71)+<f7-T2)_(Ka5f7:K§7) (Ka0f, Az) + (Kaf, E).

bt



Nach Voraussetzung ist 0f € &(D) Nkerd, also ist K,df € &(D) nach Lemma 2. Da wir

von den expliziten Operatoren wissen, dafl sie Glattheit erhalten, ist K,f € £(D) und
die erste Aussage damit gezeigt.

Wiederum analog zeigt man die Aussage fiir K, wobei man benutzt, daB 9 ein
Differentialoperator erster Ordnung mit glatten Koeffizienten ist, also insbesondere
arf € E(D)Nker g fiir f € E(D) gilt.

Um die Abbildungseigenschaft fiir N, zu zeigen, benutzen wir wiederum die Darstellung
N, =K.K; + KI K,

und verwenden fiir die beiden Terme zunéchst die Aussagen i) und i) dieses Satzes und
fiir die entstehenden Formen jeweils Lemma 2.

1.2 Der Beweis des Theorems

Wir beweisen nun das zentrale Theorem des vorherigen Abschnitts:

Beweis (Theorem 1). Es sei zuniichst f € &(D). Dann ist f € &(D) und besitzt ins-
besondere stetige Randwerte f;. Wir wenden die Homotopie i) auf f an und bilden auf
beiden Seiten der Gleichung die Randwerte, wobei wir verwenden, daf fiir alle auftreten-
den Operatoren Distributions- und Restriktionsrandwerte bei der Anwendung auf glatte
Formen iibereinstimmen:

ft = (5f7 :k:gl)afl + (8]2:7 .A_g)a,1 + (6offlf7 :kgé—l)afl + (gctflfh/? ‘A_g>04*1 + (f? 5)04*1
= (Of, MK Vo + (Of, MAB) o 4 (O f, MoKl Ve + (07 o MaAY) o + (f, MLED),.

Anschlieend fiihren wir den Dimensionswechsel von bD nach D durch. In den Ke}"nen
und auf f wenden wir jeweils den Operator R an. So erhalten wir Kerne X' := RM, X% _,

und N’ := RM,N?._| mit den Bezichungen
f= 0K+ (0f, Ao+ (0 £, K)o + (0 f, Ab)a + (£, €)a (i)
In 4i) und iii) wenden wir ebenfalls RM,, an und erhalten

ON' = K" + A (i)
N =K' + Al (i)

wobei die generischen Fehlerkerne A} durch den Dimensionsiibergang aus den jeweiligen
Fehlertermen in i), i) oder #iz) entstehen, ebenso &', dessen Kern selbst nicht mehr
notwendig glatt sein muf}, aber nach Theorem I1 106 auf jeden Fall ebenfalls L2 in &(D)
abbildet. Wir benennen Operatoren von dieser Art mit Z. .

Mit ") bis 7i7’") haben wir eine Situation hergestellt, wie sie in Theorem I 90 vorausgesetzt
wird, jedoch sind alle auftretenden Kerne hier transformiert zuldssig statt zuléssig oder
isotrop.



Insbesondere sind auch die Fehlerterme und ihre Ableitungen transformiert zuléssig. Der
Rest des Beweises kann daher grofitenteils dem Weg von Lieb und Michel folgen:

Da wir mit f € € insbesondere f € dom O vorausgesetzt haben, ergibt sich aus 7), i7) und
i11) weiterhin
f=(0f, K+ Of A + (O f. K)o + (O f- Ab)a + (£, €)a
= (0f, ON)o + (Of A)a + (O f, N ) o+ (81 f, AD)a + (£, €
( Vo + (Of Ab)a + (0 f, A + (. €)a
( No+ Z50f + 2505 f + ZL f (4)

Um die Terme mit Hilfe von ZT—Qperatoren untersuchen zu kénnen, konstruieren wir eine
asymptotische Darstellung von 0f:

Lemma 5. Es sei f € &(D). Dann gibt es fiir beliebig hohes k € N quasi-transformierte
Z-Operatoren Zy, ZY und Z),, Z; vom bezeichneten Typ (1) bzw. (k), so dafs

of = Z,0f + Z,0f.
und

onf=2Z{0f + Z{of

qilt. 1

Beweis. Wir zeigen die erste Gleichung. Dazu wenden wir i') auf die Form df an:

of = (9 (?f K)o+ (0f, Ap)a + (0, &)a

= (R0f, ON)a + (90f, Ab)a + (0f, €)a

= (Of 6’*N’) —(00;f,0:N)a + (0f, 0A3)a + (0f, €)a
= Z,0f + Z,0f.

Dabei haben wir ausgenutzt haben, da (99 f,0*N'), = (009 f,N')o =0 und
Oc A, = Al Indem wir die entstandene Identitét in sich selbst einsetzen, erhalten wir

= Z,0f + Z(Z,0f + Z,0f)
= (Z1+ Zy)Of + Z50f
= Z\0f + Z30f,

und nach insgesamt k-fachem Iterieren ergibt sich die Aussage des Lemmas. Die zweite
Gleichung folgt analog, wenn wir die Rechnung mit 9} f wiederholen.

50Obwohl sie das gleiche Bildungsschema wie transformierte Z-Operatoren besitzen, kénnen wir die
entstehenden Operatoren nicht als solche bezeichnen, da wir keine ausreichenden Aussagen iiber ihren
Typ besitzen. Im néchsten Kapitel werden wir jedoch feststellen, dafl sie zumindest transformierte Z-
Operatoren im erweiteren Sinn sind.



Der Beweis von Theorem 1 148t sich nun abschlieen: Wir setzen die Beziehung aus Lemma
5 in Gleichung (4) ein und bezeichnen die Kombination des Zj-Term mit N’ als Z5. So
erhalten wir fiir beliebig hohes k € N:

f=(0f, N, + Z,0f + Z,0f + Z,0f + Z_ f, (6)

wobei auch der Operator Z} von k abhéngt. Insbesondere beinhaltet er stets eine An-
wendung von N, ist jedoch von hoherem Typ, so daf es sinnvoll ist, ihn als Fehlerterm
gegeniiber N’ anzusehen.

Um nun zu zeigen, daf§ N'f den Hauptteil von N, f beschreibt, wenden wir Identitét (6)
fir f € (D) auf den exakten Wert N, f an. Dies ist moglich, da N, f nach Satz 3 glatt
ist. Wir nutzen aus, dafl ON, f = f gilt und erhalten

Nof = (ON. f,N')o + Z4ONo f + ZjONo f + ZLNof + ZLNof
= (f,N)a + Z3f + Z;ONof + ZOiNof + ZLNo f
_ N+ 70, (7)

denn, da N, 0N, : L2 — L2 beschriinkte Operatoren sind, identifizieren wir den gesam-

ten Restterm als von der Form eines asymptotisch transformierten Operators und nennen
ihn Zj0.10

Um die Aussage fiir beliebige f € L2(D) zu verifizieren, bendtigen wir die Stetigkeit der
Operatoren beziiglich ||.||,. Dabei sind N, 9'N,, und N, sind ohnehin L2-stetig, ebenso
7', da letzteres aus einem Kern entsteht, der C*°(D)-glatt ist. Es bleibt, die Stetigkeit
des Z§*-Term zu klaren. Dieser entsteht durch die iterierte Anwendung von Operatoren,
welche aus N oder den urspriinglichen A-Kernen und deren Ableitungen 9;A' bzw. 9, A?
entstehen. Diese hatten wir im Theorem als stetig vorausgesetzt.

Es sind also alle vorkommenden Operatoren stetig, und aufgrund der Dichtheit von € in
L2(D) ist der Beweis der Aussage iiber N’ damit abgeschlossen.

Zum Beweis der Aussage {iber K’ fithren wir eine &dhnliche Konstruktion nun fiir
K, =N, und K! = 0N, durch. Fir f € E(D) setzen wir in ¢') ein, was wiederum
aufgrund von Satz 3 moglich ist:

K.f=(0 af Ko + (OKaf, Ab)a + (0 Kaf, K)o + (0 Kaf, Ad)a + (Kaf, €)a
= (0N f,ON' + Ap)o + (Kaf, €)a

(DNaf N Ap) o — (F:ONGf, ON T Ao + (Ko
= (f,ON)a + (f;Ap)a — (ONGf, 0A})a + (Ka g)
= (f,

Ko+ Z3f + ZIKLS + ZL Ko f, (8)

16Es zeigt sich spiter, dafl Z4* nur asymptotisch transformiert im erweiterten Sinn ist, doch wir behalten
die Schreibweise bei, da wir fiir diese keine neue Notation eingefiihrt hatten.



Kof = (OKLf, K + (0K fo AD)a + (RKLf, K)o + (KLS, Ab)a + (KL f, €)a

= (ONLf, 0N)a + (BKLf, Ao + (KL, E)a

= (ONof,0N')o = (00;No f, 0N )o + (K f, 0Ab)o + (K, f, €)a

= (f,ON)a + ZIK, f

= (f.X%)a + Zof + ZIKL S, (9)

und durch iteriertes Einsetzen erreichen wir fiir beliebiges 7,k € N

Kof = (£, K)o+ Zof + ZiKaof + Z K, f,
K. [ = ([, X*)a+Zsf + Z1K} [,

wobei die Operatoren Z) von k und [ abhédngen, also mit Notation wie in Gleichung (7)

Kof = K'f+Zyf,
K f=K"*f+ 72}

fiir alle f € &(D). Wiederum sind alle beteiligten Operatoren aufgrund der Vorausset-
zungen stetig auf L2, und die Aussage folgt daher fiir alle Formen in L2 (D).

Insgesamt haben wir gezeigt, dafl sich N’ und K’ von N, und K, nur durch Fehlerterm
hoherer Ordnung unterscheiden, der den gleichen Aufbau wie ein asymptotisch zuléssiger
Operator hat. Wir haben also N’ und X’ als die Hauptteile der Operatoren K, und N,
identifiziert.



2 Explizite Formeln fiir N’ und N,

2.1 Eine Homotopieformel fiir 0 in den Riumen L?(D)

Um Theorem 1 anwenden zu konnen, konstruieren wir nun explizite Integraloperato-
ren, die den dortigen Voraussetzungen geniigen. Wir verwenden dazu die Methode von
Berndtsson und Andersson zum Gewinn gewichteter Homotopieformeln [BeA 83]:

Theorem 10 (Berndtsson-Andersson). Es seien Abbildungen

s=(s1,...,8,): D x D — C"
Q=(Q1,...,Q,):DxD—C"
G:M—C
gewdahlt, so daf
e sc C'(D x D;C") mit
(¢, 2)| S [C—2]

und
s (C=2)| 2 l¢—2f*
jeweils gleichmdapig fiir ( € D und z € K fiir jedes K CC D,
e Q€ CYD x D;C"), so daf alle Q;(C, 2) holomorph in z € D fiir festes ¢ € D sind,

o G holomorph auf dem einfach zusammenhdngenden Gebiet M ist, wobei M das Bild
von D x D unter der Abbildung

((,2) = Q- ((—2)+1
enthdalt.

Aus s und Q definieren wir die (1,0)-Formen § := s-d(¢(—=z) und Q := Q- d((—z). Dann
besteht fiir jedes 0 < p < n eine Homotopie vom Koppelmannschen Typ in der Form, dafs
fir f € C} (D) mit ¢ > 1 die Gleichung

f = Cpgn /f N KILq + (_1)p+q+1 /5f A Kp,q + (_1>p+q 5»2/ f A Kpﬂz—l
D
D D

und fiir jedes f € C1 (D) die Gleichung

= Cpom K, 1P [ Of AK, —1)P P,
[ =cpp, Zf/\ o+ (=1) /f/\ o0+ ( )/Df/\ 0

D



mit Konstanten c,q, = (—1)P*? (;£)" und Integralkernen

:—n_ll WO - (C—2 § A (dQ)F A (ds)n 1
K kzzok!G (@ (=) + )V

P = (-1 IS GI(Q - (¢2) + 1)(dQ)”

erfillt ist. Der untere Index eines Kerns in der Homotopieformel bezeichnet in diesem
Fall den Grad des Kerns beziiglich der z-Differentiale.

Fiir unserer Situation betrachten wir nur (0, ¢)-Formen und wéhlen

1 n
tj(C,z) =X (pj - 5 Zpﬂmk) + (1 - X)ﬁm
k=1

5;(C,2) == —(th - — 1)t fiir 2 € bD, wobei t1(¢, z) = t(2, (),
() b

Q6.5 =22,
G(w) :=w™ ",

mit einer passenden Abschneidefunktion x ist. In Beispiel ¢i7) von [BeA 83| ist die Idee
der von uns getroffenen Wahl vorstellt. In [Lam 00] wird die Konstruktion ausfiihrlich
erldutert, inklusive der Beweise dafl die aus den Formeln gewonnenen Kerne tatséchlich
zu einer Homotopierelation fithren, obwohl erst noch ein Approximationsprozefl notwendig
ist, damit () den Voraussetzungen geniigt. Ebenfalls dort findet sich die Rechnung, um die
entstehenden Kerne in eine Form zu bringen, in der sie sich mittels des a-Skalarprodukts
schreiben lassen.

Es verbleiben zuldssige Kerne X 4, die fiir ¢ > 1 der Homotopie

f = (5f7 :K_O,q>a + (5;.]”7 :Ka,qfl)a + (5f7 ‘AI()3’2))C¥ + (50):.](.7 ‘AI()4,2)>O¢ + (f7 E)a

geniigen. Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Gleichung
f = (5fa :KQO)O! + (5fa -Al()gg))a + (fa T,O)a

Die Kerne X, erhalten wir in expliziter Form, wir interessieren uns jedoch nur fiir ihre
Randwerte als Operatoren auf C°(D). Deren Hauptteile sind gegeben durch die tangential
zuléssigen Kerne

C(n+a—q—1)0:0 A (0.0:0|)?
I‘(n + O[) Un—i—oz—q—l@q—l—l ?

b L(n+a—q) 0,0 A (9.0:0]) 7
Kogl€2) = (=1, T'(n+ «) prta—aga

Kg,q(g7 Z) = Eg+1

, (12)




mit g, := (—1)7@TD/2. Wir identifizieren diese Kerne als zulissig und vom a-Typ (2, 1)
bzw. (3,1). Fiir ¢ = 0 ist

TO,O(Cv Z) =

pnta + ‘A(3u1) (13)
zuldssig vom Typ (2,0), aber wir kénnen nicht ohne weiteres einen Integralkern fiir die
Distributionsrandwerte des zugehérgen Operator Fy o angeben, da der Kern nicht abso-
lut integrierbar ist und wir kein Kriterium besitzen, wann er Randwerte im Sinne von
Definition I 93 besitzt.

Fiir ¢ > 1 enthilt F, 4 einen Faktor 5ZQ, und da @ als holomorph in der Nédhe der Diagona-
len vorausgesetzt wird, verschwindet J , dort. Somit ist klar, da8 J , nur ein Fehlerterm
mit E-glattem Kern ist, seine Randwerte lassen sich damit einfach durch Einschriankung
gewinnen. Da wir die genaue Form von Té”q nicht benotigen, schreiben wir generell € fiir
einen derartigen Kern.

Eine Methode, um zu zeigen, dafl aus dieser Homotopieformel die Randwerte des kano-
nischen Losungsoperators K, fiir 0 gewonnen werden kénnen, wurde bereits in [Lam 00]
vorgestellt. Anschliefend konnte man einen Kern fiir den Neumannoperators mit Hil-
fe von Satz I 89 berechnen. Auf dem von uns gewéhlten Weg iiber Theorem 1 kommt
man jedoch etwas einfacher ans Ziel, da wir direkt Aussagen iiber den Neumannoperator
erhalten, ohne zusétzliche Eigenschaften iiber K beweisen zu miissen.



2.2 Der Kern Ng

Wir bilden nun X?, K** und N° nach Formel (11),(12) und (15) im Gebiet D, wobei
wir in der neu hinzukommenden Komponente des ¢-Vektors auf das Verkleben mit dem
euklidischen Abstand mittels der Abschneidefunktion verzichten kénnen, da D beziiglich
¢ nach Konstruktion sogar echt konvex ist. Es sei einfach ¢, = £. AnschlieBend kénnen
wir zeigen, dafl die entstehenden Kerne tatséchlich den Voraussetzungen von Theorem 1
geniigen:

K ist gerade so konstruiert wurde, daf} eine passende Homotopieformel erfiillt. Wir zeigen
daher als erstes die Beziehung zu N°. Da diese Eigenschaften unabhingig davon ist, in
welchem Gebiet wir die Kerne gebildet haben, zeigen wir die Aussage allgemein fiir ein
Gebiet D statt nur auf D.

Satz 14. Es seien IKZ(C, z) und IKZ’I’(C,Z) gegeben durch die Formeln (11) und (12). Es
sei der Kern Ng({, z) definiert als

r —q—1) (0.0:0|)2
g intama =) GO0 g
NP(C, 2) = [(n4a)g — wrtemaip (15)
g\ 'n+a—1) logv

I'(n+a«) orte-l fiir q = 0.
Dann gilt
aCNZ(Ca Z) = ng(Ca Z) + ‘Al()4,2)7 (16>
82N2<<7 Z) - g{;,b(g7 Z) + ‘Al()4,2)‘ (17)

fiir zuldssige Fehlerterme A’(’4 5) VOM angegebenen Typ.

Der Beweis besteht in einer direkten Rechnung. Dies ist moglich, da unsere Kerne im Ge-
gensatz zur euklidischen Situation wesentlich einfachere Struktur haben: Fiir ¢ > 1 ist Ng
zuléissig vom Typ (4, 2); fiir ¢ = 0 ist er wegen des auftretenden Terms log v nicht wirklich
zuliissig, zeigt aber im Grund gleiches Verhalten, insbesondere unter Ableitungen.!”

Wir fithren zunéchst als allgemeine Bezeichnungen ein:
Definition 18. In einer Umgebung eines jeden Randpunkt (j, sei
¢:=(e1,...,€p)

die bereits frither verwendete $-Orthonormalbasis fiir den Raum der (1, 0)-Formen, wobei
er = Op/|0p|,; ist. Wenn wir die gleiche Basis beziiglich 2 statt ¢ meinen, schreiben wir
el fir ;(z).

Es seien Li,..., L,, die dualen Vektorfelder zu & und L., ..., L, die zu ihnen komplex
konjugierten Felder. Die gleichen Vektorfelder beziiglich der z-Verénderlichen bezeichen
wir mit A; bzw. A;.

"Die Verwendung von log o ist zuniichst iiberhaupt moglich, weil wir wissen, daB Re© > 0 auf ganz
D x bD ist. Bei Groenabschitzungen konnen wir einen Faktor |logd| stets durch |9 mit beliebig
kleinem ¢ dominieren. Unter Differentiation entsteht aus logv ein zusitzlicher Faktor o1, was ebenfalls
dem Grenzfall des Verhalten eines v° mit sehr kleinem & entspricht.



Wir kénnen nun die Kerne K, K;* und N? mit diesen Bezeichnungen darstellen:

Satz 19. Es gilt

iy Live) A (Xiaes Nep)t
pnta—q—15q+1 + ‘A(3,2)’ (20)

(i hve)) AT e Aep)!

J(:Z(C, Z) = Cnq,a

K (¢ 2) = (1) "eng-1a

+ ‘AIZ4,2)7 (21>

pnta—age
b " Cnga (Z?:Q e A 6;'()(1 b ..
N, (¢, 2) = . i —— Als.3) fiir g > 1. (22)

mit Konstanten ¢p g0 = g1l (n+a—q—1)/T'(n+ a).

Beweis. Nach Definition gilt
i=1

Eine ausfiihrliche Rechnung mit der Definition von v zeigt zudem, daf3

5Z6<’D = Z@i AN 6: + 81.

i=1
Damit konnen wir die auftretenden Differentiale auch schreiben als

q
+817

n

Zei/\e;k

=2

[0:0c0],]" =

da e; die Normalenrichtung angibt, der Tangentialanteil (bzgl. z) sich also dadurch aus-
zeichnet, daf} e] fehlt.

2.3 Der Zusammenhang zwischen Ng, JCZ und JCZ;’b

Mit den getroffenen Vorbemerkungen zeigen wir nun die beiden Aussagen von Satz 14.
Zunichst beweisen wir Gleichung (16): Fiir ¢ = 0 erhalten wir wegen dcv = &5, dall

log v }

b
8<N0 = ac |:Cn,0,a —U'n—‘roz—l
Ocv Exlogv
Un+a71@ ,UnJrafl

= KS(Cv Z) + ‘Al()4,2)

= Cn,0,a

Der Kern Al(’4 %) ist wiederum nicht wirklich tangential zuléssig, weil er noch einen Term
log v enthélt. Da auf dem Fall ¢ = 0 ohnehin nicht das Hauptinteresse unserer Betrachtung
liegt, untersuchen wir den Kern A’(’4 ) nicht gesondert.



Fiir ¢ > 0 stellen wir zunéchst fest, daf 9 (0.0, )7 =0, also (erneut mit dv = &y):

5.0.1],)"
0N, = 0, [—C”"”“( ) ]

q U?’H—oc—q— 1/17‘1

B 8@ A (823<17‘t)q Es
= Cnga pnta—g—1lyq+1 pra—aq

__ aqcb b

Fiir Gleichung (17) bendtigen wir einige Schritte mehr. Da 9*N§ = 0 = X®, miissen wir
jedoch nur den Fall 1 < g < n behandeln.

Eine Formel zur Berechnung von 0 fir (g,0)-Formen (und damit (gq,0;r,s)-
Produktformen, denn 9, wirkt nur beziiglich ¢) gewinnen wir durch Konjugation der
Formel fiir 9} aus Lemma II 14. Demnach gilt

8;NZ =—i(f—7) 4g5N2+(n~l—a—q)5p JgNZ.

Fiir den zweiten Term erhalten wir aus Formel (22), da8
(n+a—q)dp 15 NZ = .AI(’5’3)

da 0p = |5p| €1 ist und der explizite Teil von N? nach (22) kein e;-Differential enthélt.

Der verbleibende Fehlerterm gegeniiber N war aber vom Typ (5,3), und allgemein sieht

man leicht, da dp Jﬁ.Al()MV) = A?u,uﬂ) oder hoher.

Wir berechnen als néchstes 5<NZ. Dabei wissen wir, dafl 5z8<17‘ . = €o gilt, und durch
explizites Differenzieren von o zeigt man, dafl 0:9,0 = €, ist. Damit erhalten wir

9¢(0.00|,)" = &1,

also
5 Nb - Cn,q,a(n + Oé—q—l) 5&) N (5Z8C6’t)q 81
C q - q UnJra*Qqu /Un+a7q71,l—)q

prta B A OO

q U’n—&-o&—q@q
no(r > n—1 «

— g—1n,g-1,a Zi:l (Liv) €; N (Z]’:1 e; N\ 6j>q .

=(=1) - + 3,
q pnta—agpe

wobei F* = Al o Ae' + 377, Afg 4y A als Fehlerterm auftaucht.'® Entsprechend ist INj,
von der Form Afy ) A &'+ 377 ) Al A&

18Die etwas umstindliche Notation fiir F° ist nur voriibergehend nétig, da dieser vom Grad (g, 1;0, q)
ist und unsere Typnotation nur Kerne erfafit, die vom Grad (g,0) in ¢ sind.



Wenn wir —i(3 — %) mittels € darstellen, erhalten wir

n

. Y _ |0p
_ _ 1y = iNe — ——
W ene s S

und aus der Formel fiir 5NZ lesen wir ab, dafl

(—p)

TP e Ney g ONE = AL
N

denn natiirlich ist auch der explizite Anteil von 5<Ng ohne eq-Differential, wenn dies fiir
NZ galt. Ebenso folgt fiir den ersten Summanden des Fehlerterms F°

_p<;—%p|2 €1 VAN él JQ.AI()573) A él = él Jg.Al()573) A\ él == .AI(]573).

Fiir den Rest des Fehlerterms gilt sogar

n n

Yoeihe 5T = > ejne sy Al Nt = Al
k=2

Jj=2 Jj=2

Insgesamt wissen wir also, daf3

n n T _ n %
5+ 1 Cng-1, YLy a A (e Ael)T
OEND = (1)1 LN o n gy iy aALD ;
79 5 v v
n _ n
(Z €L 18 (LIU) Z e; N e;f>q
j=2

(=D)"Yeng-1a i=2

+ Alg&g)

_ b

- q pnta—qgpa + ‘A(573)
S (Lav)et A (35 e A )

=(-1)"pg10— — + Al()5,3)-

Un—&-oz—q@q

Lv ist dabei ein &;-Anteil, folglich ist der explizite Anteil dieser Formel vom Typ (3,1).
Der Vergleich mit dem Ausdruck (21) fiir K} zeigt, daB uns nur noch die folgende
Identitét fehlt:

n

Z(EZU)G,T = _5277‘15 + 82.
=2

Da 9.0|, = > (A;v)e; ist, entspricht diese Aussage dem folgenden Lemma:
i=2

Lemma 23.

Eiﬂ:—Ai@+82 furz:Q,,n



Beweis. Die Aussage ist eine Konsequenz aus Lemma I 84 v): A; ist ein antiholomorph

tangentiales Vektorfeld. In der dortigen Notation ist /_\N] = L;, also gilt
(Aj+ Lj)(v+0) = &

(im Gegensatz zur Formulierung im Lemma taucht kein Term Egp oder Eqr auf, da die
Vektorfelder rein tangential sind!?). Da aber ohnehin Ajv = &€y und L;v = &, gilt, ist

Aj@ + EjU = (AJ + Zj)(’l) + 'l_]) + 82 = 82;

und daraus ergibt sich die Behauptung.

Damit ist auch die letzte Eigenschaft, TNZ = JCZfl +Al(’4 5> gezeigt und somit der Beweis
von Satz 14 abgeschlossen.

Satz 24. Es seien fir das Gebiet D und das Gewicht oo—1 Kerne Kb, K** und N
definiert wie durch die Formeln (11), (12) bzw. (15) beschrieben. Dann erfiillen diese die
Voraussetzung von Theorem 1, d.h. es handelt sich um die Hauptteile der Operatoren

Kb |, KZL und N, und die aus ihnen durch Dimensionsiibergang gewonnenen Kerne
K, K und N, sind die Hauptteile von K., K’ und N,.

Beweis. Von den Voraussetzungen in Theorem 1 miissen nur noch zeigen, dafl die kon-
struierten Operatoren tangentialen Formen wiederum auf tangentiale Formen abbilden
und daf die induzierten Operatoren L2 (D)-stetig sind. Die iibrigen Eigenschaften folgen
aus der Konstruktion mittels Theorem 10 bzw. Satz 14.

Diese erste Aussage ist ein Spezialfall des folgenden Lemmas:

Lemma 25. Es sei T°((,&; z,w) ein tangential zulissiger Integralkern auf D x bD, der
nur aus einer Kombination der Bestandteile p, v, ¥, 0, %, 0* und der Anwendung einer
Kombination der Operatoren O oder O beziglich ¢ oder z auf diese besteht. Dann bildet
der zu T* gehirige Operator T® Formen, die invariant auf D sind, auf Formen ab, die
invariant auf bD sind.

Beweis. Im Gebiet D gilt

p(C.€) = p(2) + €%,
F(z,w) =r(2) + Jwl,

(¢, & 2,w) = (¢, 2) + Ew
und entsprechende Zusammenhinge fiir 0, 0%, 0*.

Es sei nun 74(z,w) := (2,e"w) eine Rotation um ¢ in der letzten Komponente, wie in
der Definition II 52 von Invarianz eingefithrt. Dann sieht man, dafl fiir jede Form oder
Funktion dieser Gestalt eine Rotation um ¢ in der (z,w) Variablen gerade einer Rotation

19Gelbst mit einer Charakterisierung L;v = —A;0 + € + Egp + Eor wiiren die auftretenden Kerne noch
von geniigend hohem Typ, um die Aussage des Satzes zu sichern.



um —t in (¢, §) entspricht, d. h. wenn der obere Index bezeichnet, ob die Drehung in (z, w)
oder in ((, &) auszufiihren ist, erhalten wir zunéchst

aoT = ELOTEt,
wobei a fiir eine beliebige der Grundfunktionen steht und die Gleichung die Félle p und
7 einschlieBt, bei denen beide Rotationen gar keine Wirkung zeigen. Bei Anwendung
der Differentialoperatoren auf die Grundfunktionen bleibt diese Eigenschaft erhalten, da
die Rotationen 7 holomorphe Abbildungen sind und der Pull-back daher mit 0 und 0
kommutiert.

Mittels dieser Formel erhalten wir:

1f(w) o7 = [ (9 (£ T o rE)gdV

(=p)* (£, TP 0 78 )qdV

(—por)* N for,T0),dV,

U— T— &

denn das Integrationsgebiet D ist nach Konstruktion rotationssymmetrisch in &,

- / () (f. TP V.,

D
denn (¢, €) = p(¢)+ €7, also invariant, und f ist ohnehin invariant nach Voraussetzung,
=T"f(z,w),

was zu zeigen war.

Als letztes bleibt zu beweisen:

Satz 26. Die induzierten Operatoren der Kerne If(, K* und N sind stetig auf L?, ebenso
alle A-Fehlerterme und deren Oc-Ableitungen.

Beweis. Die Aussage ergibt sich fiir jeden der Operatoren jeweils mit Hilfe von Theo-
rem IT 95. Wir beginnen mit den expliziten Operatoren N®, K? und K**, deren Form als
Randwerte zuléssiger Operatoren wir aus Satz 19 kennen. Von N? stellen wir dabei fest,
daB es gerade die Form hat, welche wir in Theorem II 90 d) untersucht haben. Daraus
erhalten wir, der Kern den transformierten Typ [2,2;2,2] hat. In &P zerlegen wir den
Zahler zu

84111 A (52842:])(1 = 841:) N (52«8(1_))(1 + qacﬂ A dw N déE N (@8@7)‘1’1



und wenden Theorem II 90 b) bzw. Satz II 73 an. Es entsteht zum einen ein Kern vom
transformierten Typ [2,1;1,1], zum anderen ein Kern, der nach Theorem II 87 und der
anschliefenden Bemerkung transformierten Typ [1,0; 1, 1] hatte. Dabei wird aus dem d¢-
Differential jedoch ein dp-Differential, das mit 0;v zu einem &;- statt nur € g 1)-Term wird.
Damit verbleibt insgesamt fiir K der zulissige Typ [2,1;1,1]. Analog zerlegen wir den
Nenner von K% zu

85 A (8.0,0)" = 8% A (9.0,0)" + ¢0.0 A diw A dE A (3.0c0)7 .

(%*)" ist damit nach Theorem II 90 b) die Summe eines [2,1;0; 1] und eines [1,0;0,0]-
Kerns. Doch auch hier entsteht im zweiten Summanden ein weiterer €;-Term, némlich
0.0 A Or statt des Ey-Terms 0,7 A dw, so daB der von X induzierte Operator schlieBlich
Typ [2,1;0,1] hat. In der Tat stellt man so fest, daf dies das allgemeine Verhalten von
Kernen ist, die nur aus ¥ und v sowie deren Differentialen entstehen.

Nur die Fehlerterme A® vom Typ (4,2) sind von geniigend hohem Typ, um aus Theo-
rem I1 87 folgern zu konnen, dafi sie Operatoren vom zuléssigen Typ mindestens [2, 1;1, 1]
induzieren. Um die Kerne vom Typ (3, 2) und die Ableitungen der Fehlerkerne zu beschrei-
ben, miissen wir jedoch zur Definition der Kernbestandteile in Theorem 10 zuriickkehren:
Wenn wir diese in D bilden, stellen wir fest, dafl beziiglich der Koordinaten £ und w durch
Ableiten keine neuen Fehlerterme entstehen. Insbesondere gelten

-0 =0 —,
00 = Do = E4(C. 2),
_26 = _zv - 8,2<<7Z)

und weitere Identitdten dieser Art. Daraus ergibt sich, daf§ auler den schon bekannten
Kernbestandteilen 0,0, 0,0 und 04535 nur Faktoren 8; auftreten, die ausschliefSlich von ¢
und z abhéngen. Diese bleiben von R und M jedoch unbeeinfluffit und wir kénnen jeweils
wie im Fall von X? und %** die Nenner zerlegen und Theorem II 90 anwenden. Fiir
die Terme der niedrigsten Ordnung erhalten wir so wiederum transformierte Typen von
mindestens [2,1;1,1] bzw. [2,1;0,1]. Terme hoherer Ordnung kénnten wir ohne Ansicht
des Kerns auch wiederum nur mit Theorem II 87 abschétzen.

Fiir alle Operatoren, die mindestens zuléssigen Typ [2, 1; 1, 1] haben, erhalten wir schlief3-
lich nach Theorem IT 95 die Stetigkeit auf L? sind, und daf} sie den Raum sogar noch
um bis zu einer Potenz der Randfunktion verbessern. Der Operator, der aus K?* entsteht,
und einige zugehorige Fehlerterme sind jedoch nur vom Typ [2,1;0, 1]. Sie verringern das
bendtigte Gewicht nicht, sind aber nach der Bemerkung im Anschluff an das Theorem
zumindest noch stetig von L2 nach L2 fiir a > 1, was zu zeigen war.

Bemerkung 27. Die Typanalyse im letzten Satz zeigt, was wir bei der Vorstellung des
Kern Z}* im Beweis von Theorem 1 bereits erwihnt hatten: Z4* ist nur im erweiterten Sinn
asymtotisch transformiert, da in der Iteration Kerne auftauchen, die nur Typ [2,1;0,1]
haben. Dies reicht jedoch, um das folgende Regularitétsergebnis zu zeigen.



Satz 28. Es sei 1 <9 < a. Dann sind N, und K, auch stetig als Operatoren

N, : L3(D) — L?(D) fir s >1 mitd —k < 2.
K, : L3(D) — L2(D) firk>1mitd —rk < 1.

Beweis. Fiir N’ bzw. K’ ist diese Aussage eine Folgerung von Theorem II 95. Alle ver-
bleibenden zuldssigen Operatoren in der asymptotischen Entwicklung (7) und (8) sind
von einer Form, daf} sie zumindest L3(D) — L3(D) fiir 1 < 9 < « abbilden, jedoch nicht
unbedingt das bendtigte Gewicht verringern.

Eine Analyse der Fehlerterme von Typ [2,1;0, 1] zeigt nun, dal nur in derjenigen Kom-
ponente tatséchlich keine Verbesserung stattfindet, welche eine nicht-tangentiale auf eine
tangentiale Form abgebildet. Dies kann schon bei zweimaliger Anwendung des Opera-
tors nicht mehr als einmal passieren. Man folgert, dafl mindestens ein transformierter
Z-Operator im erweiteren Sinn der Ordnung k entsteht, wenn wir die Iteration in den
Fehlertermen 2k-mal durchfiihren.

Da der Fehlerterm Z§* nur aus einem Anteil besteht, der eine Anwendung von N’ bein-
haltet, und einem Anteil, von dem wir eine beliebige Mindestzahl von Anwendungen der
Fehleroperatoren voraussetzen konnen, identifizieren wir Z5* als asymptotisch transfor-
miert zuldssig im erweiterten Sinn, so dal auch er die gewiinschte Abbildungseigenschaft
hat, woraus sich die Behauptung fiir IN,, ergibt. Analog verlauft die Argumentation fiir
K,.

Bemerkung 29. Unter Verwendung von gewichteten LP-Rdumen, &hnlich wie in den
Satzen I 57-59, sollte es auch moglich sein, analog zu Satz II 104 eine Fortsetzung der
Operatoren auf LP-Riéume mit 2 < p < oo zu erreichen. Da ohnehin LP C L? C L2 fiir
a > 1 gilt, mufl man dazu nur die Beschréanktheit in passender LP-Norm zeigen. Dazu ist
es moglich auszunutzen, daf§ die Operatoren vom Typ [2, 1;0, 1] zwar nicht LP — LP, aber
fiir beliebig kleines § > 0 noch LP — LP? abbilden, wobei L := {f : [(—p)°|f|PdV <
o0}. Man gewinnt dann in jedem zweiten Iterationsschritt mehr hinzu, als man in den
Zwischenschritten verliert. Wir fithren die Konstruktion jedoch nicht durch, da der Nutzen
wohl eher klein in Verhéltnis zum benotigten Aufwand wére.

Fiir 1 < p < 2 ist auf ein solches Ergebnis nicht zu hoffen, im Gegensatz zu [LiM 02],

wo dies durch ein Dualititsargument zwischen den Réumen LP und L? fiir }D + z% =1

und die Inklusion L? C LP fiir 1 < p < 2 geschehen konnte. Obwohl die Operatoren der
Hauptteile N’ und X’ in unserem Fall auch fiir 1 < p < 2 jeweils stetige Operatoren
auf LP sind, erlaubt unsere Situation es nicht, analog zu Lieb und Michel vorzugehen, da
wir schon von auftretenden abstrakt definierten Operatoren N, und K, nur L : L2 — L2
voraussetzen kénnen, aber zwischen L2 und LP fiir 1 < p < 2 selbst durch Variation des
Gewichts keine Inklusionsbeziehung herstellbar ist.?’

20Wir betonen diese Tatsache an dieser Stelle so sehr, da bisweilen von dem Gewichtsfaktor (—p)®
die Rede war als ,,Gewicht, das benotigt wird, um eine Form f integrierbar zu machen®. Diesem liegt
die Anschauung zugrunde, dafl Formen, die nicht in L?(D) liegen, weil sie zum Rand des Gebiets zu
stark anwachsen, gegen ein Gewicht (—p)® mit groem « doch integrierbar sein und folglich in L? liegen
konnen. Fiir ein allgemeines f € LP \ L? mit 1 < p < 2 ist dies jedoch nicht moglich, z.B. da kein solcher
Gewichtsfaktor einer Singularitit, die innerhalb des Gebiets liegt, entgegenwirken kann.



2.4 Ein expliziter Ausdruck fiir N,

Wir haben bei der Konstruktion des Dimensionsiibergangs darauf Wert gelegt, dafl alle
Operationen durch explizite Formeln gegeben waren. Wir haben daher die Moglichkeit,
die Wirkung der Operatoren R und M auf die Kerne N°_; und X?%_; tatsiichlich nach-
zuvollziehen und auf diese Weise die entsprechenden Kerne N und X, wiederum explizit
zu bestimmen. Wir werden dies nur fiir (0, ¢)-Formen mit 1 < ¢ < n — 1 durchfiihren,
da durch den auftretenden Logarithmus bei ¢ = 0 zu viele Fallunterscheidungen benotigt
wiirden, und im Fall ¢ = n die Verwendung der Jacobi-Polynome nicht mehr moglich ist,
da die Bedingung j — a — § — 2 € N in Defintion II 67 nicht mehr erfiillt ist.?!

Theorem 30. Es set o > 1. Dann hat der Hauptteil des Kerns des Neumannoperators
N, fiir (0,q)-Formen mit 1 < ¢ <n — 1 die Form:

N —fanl(e)(n =g =1t P =20a) S
“ —q—15 2 _1(Z<U)
qI'(n+ ) prte—a-1ga(1 — |a|7)"
—egl(@)(n—q—1) Pe (1 —2]af’)
I'(n+ a) vrte—aga(1 — |af*)r1

+ (0.0:0)T" A Or A p.

Die Hauptteile des kanonischen Lisungsoperators K, bzw. dessen Adjungierten K} haben
die Form

T(a)(n —q— 1) Pe=l7"0:0 A (0.0:0)"

X, = —€q11 T(n+ o) - 1ga(1 — |a\2)”*1
. T(a)(n —q— D) (=r)Py"10p A (0:0:0)"
ot I'(n+ a) prta—aga(l — |af*)n-1
e ql(a)(n—q— 1) P 0p Ao A Or A (0,0:0)17
L'(n+ a) vrte=aga(1 — [q|*)n-1 ’
. T(a)(n—q—1)! P21 7"0.0 A (9.00)
g+l = “&q+1 T(n+a) yrta—a-1ga(1 — ]a\2)"*1
T(a)(n—q— 1) (=p) P 0r A (0:0.0)"
— Eg41 T(n+a) ynta—aga(1 — |af?)1
e gU(a)(n —q— 1) Py 0r AO.o A dp A (9.0:0)7
L'(n+ a) vrte=aga(] — [qf*)n-1 ’

vVorv=p

wobei wie zuvor PP = PoP(1—2|a|?) die Jacobi-Polynome bezeichnet und a := -

Beweis. Der Beweis besteht in der Anwendung von Theorem IT 90 auf die verschiedenen
Ausgangskerne. Wenn wir N? im Raum L?_, (D) nach Formel (15) bilden, ergibt sich, daB

N(G & 2 w) = Ny(C, & 2,w)],

21Dieses Verhalten ist insofern nicht verwunderlich, als die eigentliche Behandlung des Neumannpro-
blems im C"*! stattfindet, wo (0, n)-Formen die exzeptionelle Kodimension 1 haben.



fiir den zuldssigen Kern

Mnta—g—1) (3.9

No(G, & 2,w) = —gqi ['(n+ a)g onta—q—15q’

welches wir bereits zuvor als von einer Form identifiziert hatten, wie in Teil d) des Theo-
rems untersucht wird. Zur Berechnung von N’ kénnen wir Ny (C, z) statt N2(C, 2) fiir den

Dimensionsiibergang verwenden, da wir bereits wissen, dafi fiir jedes invariante ¢ auf bD
gilt, dafl Rf = R f;. Die zwei resultierenden Summanden haben eine gemeinsame fithrende
Konstante %, die wir in den bisherigen Vorfaktor mit aufnehmen.

Fir X' bzw. X" verwenden wir entsprechend die anderen Félle in Theorem II 90. Die
Differentiale der nach Formel (11) bzw. (12) in L2 (D) gebildeten Kerne K? und K%,
zerlegen wir dabei wie im Beweis von Satz 26 zu

Ac0 A (0,0¢0)7 = 00 A (0,0:0) + qOv A dw A dE A (9,0,0)7
und
0.0 A (0,0:0)1 = 0,0 A (0,0:0)" + q0,0 A dw A dé N (9,0:0)1"

und verwenden die Teile b) und ¢) des Theorems. Da die Rechnungen fiir X' und K™
schon in [Lam 00] durchgefithrt wurden, fithren wir sie hier nicht noch einmal aus.



Teil IV

Anhang






1 Zusammenfassung und Diskussion

Das Ziel dieser Dissertation war die moglichst vollstandige Charakterisierung des Neu-
mannoperators in den Riumen L2(D) mit Angabe einer expliziten Formel fiir seinen
Hauptteil. Die hierzu gewéhlte Methode kombiniert Untersuchungen von Lieb et al. iiber
den Neumannoperator in Gebieten mit Levimetrik mit der Methode des Dimensionsiiber-
gangs, wie von Andersson et al. vorgestellt.

Dazu war es notwendig, die iibliche Definition zuldssiger Kerne zu erweitern, und zu
zeigen, daf} die entstehende erweiterte Klasse von Operatoren die gleichen grundlegen-
den Eigenschaften hat wie die bekannte Klasse zuldssiger Operatoren. Besonderen Wert
legten wir auf die Untersuchung der Randwerte zuldssiger Kerne. Dabei konnten wir
— aufbauend auf Ergebnisse von Hefer — klédren, unter welchen Typvoraussetzungen die
Distributionsrandwerte zulédssiger Operatoren bei Anwendung auf LP-Formen mit ihren
Einschrénkungsrandwerten iibereinstimmen, was in dieser Form zuvor noch nicht unter-
sucht worden war.

Ein Schwerpunkt lag auf der Untersuchung der tangentialen Regularitat zuléssiger Ope-
ratoren, aus welcher sich eine Vertauschungsrelation ergab zwischen tangentialen Vektor-
feldern und beliebigen zulédssigen Operatoren von positivem Typ. Dies ermoglichte uns
zu zeigen, dafl die Randwerte der von uns betrachteten zulédssigen Operatoren im Sinne
von C*(D) — C*(bD) Differenzierbarkeit bewahren. Dies ist ein neues Ergebnis, selbst
fiir die urspriingliche Klasse zuléssiger Operatoren. Weitergehende Regulédritit, etwa eine
Abbildungseigenschaft C*(D) — C*(D), sind von diesen Operatoren nicht zu erwarten,
wie ein einfaches Beispiel zeigt.

Im zweiten Abschnitt iibertrugen wir diese Untersuchungen auf die L2-Riume, denen eine
gewichtete Bergmanmetrik zugrundeliegt. Durch die neu eingefiihrte Notation des a-Typ
war es moglich, die bisherigen Sétze iiber zuldssige Operatoren, welche von einer isotropen
Metrik ausgehen, auf die L2-Riumen zu iibertragen, in denen die Metrik tangentialem
und nicht-tangentialem Anteil einer Form unterschiedliches Gewicht gibt. Um sowohl der
Anisotropie im Urbild- wie auch im Bildraum gerecht zu werden, ist jedoch die Angabe
von bis zu vier Typwerten erforderlich, statt nur eines wie im isotropen Fall, was die
Notation unhandlicher macht.

Die Methode des Dimensionswechsels, die wir anschliefend vorstellten, setzt die
L2-Réume zweier Gebiete D und D, bzw. eines Gebietes D und des Randes bD mit-
einander in Beziehung. Ihr Ziel ist es, Fragestellungen wie die Losung der Gleichung
Ou = f in L%(D) in Fragestellungen auf bD zu verwandeln, so daB nur die Randwerte
der beteiligten Formen eingehen. Die gewonnenen Losungen konnen anschliefend explizit
zuriicktransformiert werden. Wir konnten dabei den zuvor fehlenden Schritt beweisen,
daBl diese Riicktransformation C'*°-Glattheit erhélt, sowie weiterhin klédren, unter welchen
Voraussetzungen auch C*-Glattheit bewahrt wird, bzw. in welchen Fillen eine Regula-
ritdtsordnung verloren geht.

Im Rest der Arbeit verwendeten wir die geschilderte Vorgehensweise, um den Neumann-
operator N, fiir L2(D) zu bestimmen. Dabei traten Vor- und Nachteile der Methode
zutage: Da der Dimensionsiibergang mit den Randwerten der auftretenden Operatoren



arbeitet, ist er darauf angewiesen, dafl Distributions- und Restriktionsrandwerte der Ope-
ratoren iibereinstimmen. Dies ist bei Anwendung der von uns betrachteten zuléssiger Ope-
ratoren auf glatte oder zumindest stetige Formen stets der Fall, so dafl man schnell zu Er-
gebnissen kommt, wie sich N, auf diesen Formen verhéalt, u.a. dafl der Neumannoperator

C*>(D)-Glattheit bewahrt, was sich unter alleiniger Verwendung einer Homotopieformel
fiir die tangentialen Randwerte des Operators N, im Gebiet bD zeigen la8t.

Um weitergehende Fragen zu klaren, stellten wir eine asymptotische Entwicklung von N,
in der Form

Nof = N'f + 25

auf, bei der wir N’ mit explizitem Integralkern als Hauptteil von N, identifizierten und
ein Bildungsschema fiir den Fehlerterm ZJ* angaben. Wir muflten dazu transformiert
zuldssige Kerne einfithren, die mit Hilfe des Dimensionsiibergangs aus zuléssigen Kernen
entstehen, und wiederum iiber einen Typbegriff klassifizieren.

Es zeigte sich, dafl der Dimensionsiibergang wesentlich weniger gut dazu geeignet ist, die
Anwendung von Operatoren auf Formen zu studieren, fiir die sie keine Randwerte im
Sinne von Hefer besitzen. Ein Beispiel hierfiir ist die Wirkung auf L2 selbst, und es zeigte
sich, daf} eine Abschitzung transformiert zulédssiger Kerne ohne Umweg iiber den Rand
des Gebiet D nur deutlich schlechtere Aussagen zulidBt als dies bei zuldssigen Kernen
der Fall gewesen war. Der Grund hierfiir ist, dafl transformiert zuldssige Kernen auf der
gesamten Diagonale A C D x D singuldr werden, wéhrend fiir zulédssige Kerne dies nur
auf der Randdiagonalen A C bD x bD geschehen kann. Da eine im Inneren vorliegende
Singularitdt jedoch nicht durch den Gewichtsfaktor ausgeglichen werden kann, welcher
nur in Randnéhe klein wird, verlieren wir beim Ubergang zu transformierten Kernen bis
zu drei Einheiten in der Typnotation.

Es war uns dennoch méglich, die Stetigkeit aller Operatoren
N,, N', Z{*: L3(D) — L3(D) firl <d<a

zu zeigen und auch, dal das auftretende Gewicht bei jeder Anwendung sogar reduziert
werden kann. Jedoch bendtigten wir dazu die genauere Untersuchung der Kerne einiger
Fehlerterme, obwohl die Einteilung der Kerne in Typklassen gerade dazu hétte dienen
sollen, solche Untersuchungen vermeidbar zu machen.

Es ist zu vermuten, dafl ein Studium der iterierten Anwendung transformiert zuléssiger
Operatoren und der Verwendung gewichteter LP-Raume auch den Beweis ermdoglicht, dafl
N, : LP(D) — LP(D) mit p > 2 abbildet. Wir haben auf eine Ausarbeitung jedoch
verzichtet.

Dagegen scheinen die verwendeten Methoden weder eine Fortsetzung auf LP(D) mit
1 < p < 2 noch Abschitzungen in C*(D)-Norm zuzulassen. Das ist insofern unbefriedi-
gend, als der Hauptteil N’ diese Eigenschaften sehr wohl besitzt, jedoch die Typen der
durch den Dimensionsiibergang entstehenden Fehlerterme zu gering sind, als dafl sich die
Ergebnisse auf N, iibertragen lieflen. In gewisser Weise sind diese Komplikationen bereits
in der Metrik von L? angelegt: Wegen der unterschiedlichen Gewichtsfaktoren , bestraft*



diese alle Operatoren, welche nicht-tangentiale Formen auf tangentiale Formen abbilden.
Wihrend nun der Hauptteil N’ diagonal wirkt und diese Schwierigkeit daher bei ihm nicht
auftritt, kénnen wir derartiges fiir die Fehlerterme nicht garantieren, ohne uns néher mit
ihrer inneren Kernstruktur zu befassen.

Im letzten Abschnitt der Arbeit geben wir der Vollstéandigkeit halber einen expliziten In-
tegralkern fiir N' an. Seine recht einfache Struktur verdient dabei eine gewisse Aufmerk-
samkeit; sie ist durchaus mit der euklidischen Situation vergleichbar. Der Kern ermoglicht
uns jedoch keine weitergehenden Ergebnisse iiber N, da uns fiir die iibrigen Terme der
asymptotischen Entwicklung keine &hnlich einfachen Darstellungen zur Verfiigung stehen.
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